
18-1 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

 

Σηελ ελφηεηα απηή ζα κειεηεζνχλ ηα εμήο επηκέξνπο ζέκαηα: 
 

Διζαγωγή & Ιζοζςγιζμένα Γένδπα  

2-3 Γένδπα, Πεπιγπαθή Ππάξεων ηηρ Διζαγωγήρ και άλλερ ππάξειρ 

Β-δένδπα 

 

∆ηδάζθσλ: ∆εµήηξεο Εετλαιηπνχξ 

Γηάιεμε 18: B-Γέλδξα 
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18-2 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Δηζαγσγή 

• Σηελ πξνεγνχκελε δηάιεμε κηιήζακε γηα Γπαδηθά 
Γέλδξα Αλαδήηεζεο (ΓΓΑ). 

 

• Απηά έρνπλ ύςνο ίζν κε log2n (ζηελ θαιχηεξε 
πεξίπησζε) θαη n-1 ζηελ ρεηξφηεξε πεξίπησζε. 

 

• Άξα γηα λα βξνχκε αλ ππάξρεη έλα ζηνηρείν ζην 
δέλδξν (δειαδή γηα λα θάλνπκε κηα αλαδήηεζε) 
ρξεηαδφκαζηε λα πεξάζνπκε απφ log2n (θαιχηεξε 
πεξίπησζε) ή n ζηνηρεία (ρεηξφηεξε πεξίπησζε). 
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Ηδέα Λχζεο 

 Ιδέα Λύζεο 

• Βαζηθά ζέινπκε λα πεξηνξίζνπκε ην χςνο ηνπ δέλδξνπ 
φζν ην δπλαηφ πεξηζζφηεξν. Απηφ κπνξεί λα γίλεη κε: 

1. Σσζηή αμηνπνίεζε φισλ ησλ παηδηψλ.  

 

 

 

  

 Τν ηέιεην δέλδξν ε είλαη ηδαληθή πεξίπησζε! 

2. Να απμήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ παηδηψλ ζε θάζε θφκβν ρσξίο 
λα απμεζεί πάξα πνιχ. Γηαηί; 

 Γιόηι θα καηαλήξοςμε ζε ένα πίνακα ζηο ηέλορ οπόηε η 
αναζήηηζη κάποιος ζηοισείος θα πάπει O(n) σπόνο 

Θέινπκε λα 

απνθύγνπκε απηό 

ην δέλδξν 
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Ηζνδπγηζκέλα Γέλδξα 

• Έλα ηέιεην δέλδξν πξνυπνζέηεη φηη ππάξρεη ν θαηάιιεινο 

αξηζκφο θφκβσλ. π.ρ. έλα ηέιεην δπαδηθφ δέλδξν πξέπεη λα έρεη 

 1 ή 2 ή 4 ή 8 …. θφκβνπο 

• Γηα απηφ πεξηνξηδφκαζηε ζην λα θξαηάκε ην δέλδξν 

ηζνδπγηζκέλν αληί ηέιεην. 

Ιζνδπγηζκέλν Δέλδξν (Balanced Tree) 

Έλα δέλδξν ζην νπνίν φια ηα θύιια έρνπλ ην ίδην βάζνο.  

Με-γεκάην, 

Ιζνδπγηζκέλν 
Γεκάην, Με-

Ιζνδπγηζκέλν 

Γεκάην, 

Ιζνδπγηζκέλν, 

Τέιεην 
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2-3 (2 ή 3 παηδηά) Γέλδξα 

• Γελίθεπζε ησλ δπαδηθψλ δέλδξσλ αλαδήηεζεο. 

Οξηζκόο 

– Κάζε θφκβνο πεξηέρεη έλα ή δύν θιεηδηά. 

– Έλαο εζσηεξηθφο θφκβνο u κε έλα θιεηδί , k1 

 έρεη δχν παηδηά (ππφδελδξα): ην αξηζηεξό, u.left,  

 ην νπνίν πεξηέρεη θιεηδηά < k1, θαη ην κεζαίν,  

 u.center, ην νπνίν πεξηέρεη θιεηδηά > k1. 
 

– Έλαο εζσηεξηθφο θφκβνο u κε δχν θιεηδηά, k1 < k2 ,  

 έρεη ηξία παηδηά, ην αξηζηεξό, u.left, ην κεζαίν, 

  u.center, θαη ην δεμί, u.right. Όια ηα θιεηδηά  

 ηνπ ππνδέλδξνπ u.left είλαη < k1, φια ηα θιεηδηά 

  ηνπ u.center είλαη k1 <  θαη < k2 θαη φια ηα θιεηδηά  

 ηνπ u.right είλαη k2 <. 
 

–  Όια ηα θχιια βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν. 

 

      k1 

< k1 

 

> k1 

 
 

 

      k1         k2 

< k1 

 

> k2 

 

 k1 < x< k2 

Κόκβνο κε 

1 θιεηδί 

Κόκβνο κε 

2 θιεηδηά 

Σημείωζη: Θεωπήζηε όηι ζε πεπίπηωζη ιζόηηηαρ με ηο κλειδί, η ειζαγωγή 

θα γίνεηαι απιζηεπά (ανηί ζηα δεξιά όπωρ ίζσςε με ηο ΓΓΑ) 
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Παξαδείγκαηα 2-3 Γέλδξσλ 

 Όια ηα 2-3 δέλδξα είλαη ηζνδπγηζκέλα. Γειαδή φια ηα θχιια 
έρνπλ ηελ ίδηα απφζηαζε απφ ηελ ξίδα 

http://images.google.com/imgres?imgurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/ucy_logo_clean.png&imgrefurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/&h=182&w=185&sz=41&tbnid=zwk0cIvSOnVJ3M:&tbnh=94&tbnw=96&hl=en&start=20&prev=/images%3Fq%3Ducy%2Blogo%26svnum%3D10%26hl%3Den%26lr%3D%26rls%3DGGLG,GGLG:2006-01,GGLG:en%26sa%3DN
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Υινπνίεζε 2-3 Γέλδξσλ  

• Έλαο θφκβνο 2-3 Γέλδξνπ κπνξεί λα παξαζηαζεί σο κηα εγγξαθή κε 6 

πεδία: 

1. numkeys, ηχπνπ int, πνπ δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ θιεηδηψλ πνπ πεξηέρεη 

ν θφκβνο, 

2. key1, φπνπ απνζεθεχεηαη ην πξώην θιεηδί, 

3. key2, φπνπ απνζεθεχεηαη ην δεύηεξν θιεηδί, αλ ππάξρεη, 

4. left, ηχπνπ δείθηε, πνπ δείρλεη ζην αξηζηεξό παηδί ηνπ θφκβνπ, 

5. center, ηχπνπ δείθηε, πνπ δείρλεη ζην κεζαίν παηδί ηνπ θφκβνπ, 

6. right, ηχπνπ δείθηε, πνπ δείρλεη ζην δεμί παηδί ηνπ θφκβνπ αλ ππάξρεη. 

 
 

• Έλα δέλδξν αλαπαξίζηαηαη σο έλαο δείθηεο ζε θφκβν 2-3 δέλδξνπ 

(πνπ δείρλεη ζηε ξίδα) θαη επηηξέπεη ηηο πξάμεηο εηζαγσγήο, δηαγξαθή 

θαη αλαδήηεζεο. 

 NODE *root; 
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Δηζαγσγή θφκβνπ ζε έλα 2-3 δέλδξν 

 Ζ εηζαγσγή θάπνηνπ θιεηδηνχ k ζε έλα 2-3 Γέλδξν κπνξεί λα ρσξηζηεί 
ζηηο αθφινπζεο ηξεηο ινγηθέο θάζεηο 

 

1. Καζνδηθή Φάζε (Downward Phase) 

 Σε απηή ηελ θάζε δηαλχνπκε αλαδξνκηθά ην δέλδξν κέρξη λα θζάζνπκε 
ζε ηεξκαηηθφ θφκβν (δειαδή θάπνην θχιιν). Γειαδή:  

– αλ k<u.key1 ηφηε πξνρψξα ζηνλ θφκβν u.left 

– αλ k>u.key2 ηφηε πξνρψξα ζηνλ θφκβν u.right 

– αλ u.key1 < k < u.key2  ηφηε πξνρψξα ζηνλ θφκβν u.center. 

2. Τεξκαηηθή Φάζε (Terminal Phase) 

– Όηαλ θηάζνπκε ζε θχιιν ηφηε πξνζπαζνχκε λα θάλνπκε ηελ εηζαγσγή 

– Αλ δελ έρεη αξθεηφ ρψξν ηφηε δηαζπάηαη ην θχιιν θαη «αλαζεθψλνπκε» 
(kick up) αλαδξνκηθά ην κεζαίν ζηνηρείν ζηνλ παηέξα. 

3. Αλνδηθή Φάζε (Upward Phase) 

– Σε απηή ηελ θάζε θάλνπκε ηελ εηζαγσγή αλαδξνκηθά ζηνλ γνλέα αλ δελ 
πεηχρακε εηζαγσγή ζηελ ηεξκαηηθή θάζε. 
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Πεξηγξαθή Κάπνησλ Σπκβνιηζκψλ 

 Σηηο επφκελεο δηαθάλεηεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνπο 

αθόινπζνπο ζπκβνιηζκνύο 

Ο θόκβνο Χ 

Τν ζηνηρείν ην νπνίν ζέινπκε λα εηζάγνπκε 

Τν ππόδελδξν r 

Τεξκαηηθόο Κόκβνο 

κε 2 θελνύο δείθηεο 

http://images.google.com/imgres?imgurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/ucy_logo_clean.png&imgrefurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/&h=182&w=185&sz=41&tbnid=zwk0cIvSOnVJ3M:&tbnh=94&tbnw=96&hl=en&start=20&prev=/images%3Fq%3Ducy%2Blogo%26svnum%3D10%26hl%3Den%26lr%3D%26rls%3DGGLG,GGLG:2006-01,GGLG:en%26sa%3DN
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1) Καζνδηθή Φάζε (Downward Phase) 
Εηζαγσγή ηνπ ζηνηρείνπ v – Η ξίδα πεξηέρεη 1 ζηνηρείν 

 

 

 

 

 

 

Εηζαγσγή ηνπ ζηνηρείνπ v – ε ξίδα πεξηέρεη 2 ζηνηρεία 

 

 

Πποζοσή: Σε αυηή ηην θάζη απλά ζηηάμε ζε ένα από ηα υποδένδρα να χειριζηεί ηην 

ειζαγωγή αλλά δεν κάνουμε ηην ειζαγωγή  

insert 

insert 
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2) Τεξκαηηθή Φάζε (Terminal Phase) 

 Όηαλ θηάζνπκε ζε ηεξκαηηθφ θφκβν θαη ππάξρεη ρψξνο 

ηφηε κπνξνχκε λα θάλνπκε ηελ εηζαγσγή θαηεπζείαλ. 

Γειαδή:  

 

 

 

 

 

 

 Αλ ΔΕΝ ππάξρεη ρώξνο ηφηε δηαζπάηαη (split) ν 

ηεξκαηηθφο θφκβνο θαη πξνάγεηαη (kick-up) ην κεζαίν 

ζηνηρείν ζηνλ παηέξα (δεο επφκελε δηαθάλεηα) 
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2) Τεξκαηηθή Φάζε (Terminal Phase) ζπλέρεηα 

 Αλαιπηηθά νη ππφ-θάζεηο ηεο Δηάζπαζεο (Split) θαη 

Πξναγσγήο (Kick-up) 
 

Kick up 

insert 

Kick up 

split split 

split 

Kick up 

insert 
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3: Αλνδηθή Φάζε (Upward Phase) 

  

Kick up 

 Όηαλ θηάζνπκε ζηνλ παηέξα θαη ππάξρεη ρψξνο ηφηε 

κπνξνχκε λα θάλνπκε ηελ εηζαγσγή θαηεπζείαλ. Γειαδή:  

 

 

 

 

 

 

 Αλ ΔΕΝ ππάξρεη ρώξνο ηφηε πξέπεη λα δηαζπαζηεί ν 

παηέξαο θαη λα πξναρζεί (kick-up) ην κεζαίν ζηνηρείν 

ζηνλ παηέξα ηνπ παηέξα (δεο επφκελε δηαθάλεηα) 

 

 

Kick up 

http://images.google.com/imgres?imgurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/ucy_logo_clean.png&imgrefurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/&h=182&w=185&sz=41&tbnid=zwk0cIvSOnVJ3M:&tbnh=94&tbnw=96&hl=en&start=20&prev=/images%3Fq%3Ducy%2Blogo%26svnum%3D10%26hl%3Den%26lr%3D%26rls%3DGGLG,GGLG:2006-01,GGLG:en%26sa%3DN


18-14 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

3: Αλνδηθή Φάζε (Upward Phase) ζπλέρεηα 

   Όηαλ θηάζνπκε ζηνλ παηέξα θαη δελ ππάξρεη ρψξνο ηφηε αλαδξνκηθά 

δηαζπάκε ηνλ παηέξα κέρξη λα εηζαρζεί ην ζηνηρείν. Αλ δηαζπαζηεί ε 

ξίδα ηφηε απμάλεηαη θαη ην χςνο ηνπ δέλδξνπ θαηά 1! :  

 

Y < w 

X < w <= Y 

w <= X < Y 
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 Παξάδεηγκα εηζαγσγήο ηεο ιέμεο 

      “A L G O R I T H M S” (γξάκκα-γξάκκα)  

      ζε έλα θελό 2-3 δέλδξν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     ζπλέρεηα ζηελ επόκελε δηαθάλεηα… 

  

Οινθιεξσκέλν Παξάδεηγκα Δηζαγσγήο 
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Οινθιεξσκέλν Παξάδεηγκα Δηζαγσγήο  

(ζπλέρεηα) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       

Πξνζνρή ζε 

απηφ ην ζεκείν 
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18-17 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Γηαδηθαζία Δμαγσγήο Κφκβνπ 

 

• Ζ δηαδηθαζία εμαγσγήο θιεηδηψλ ρξεζηκνπνηεί 

παξφκνηεο ηδέεο.  

 

• Γειαδή ππάξρνπλ πάιη νη ηξεηο θάζεηο αιιά αληί 

διάζπαζη θφκβνπ έρνπκε ζυγχώνευζη θφκβσλ. 

 
 

• Όιεο νη δηαδηθαζίεο έρνπλ ρξφλν εθηέιεζεο 

αλάινγν κε ην χςνο ηνπ δέλδξνπ. Άξα είλαη 

ηάμεο Ο(log n). 
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18-18 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Παξαιιαγή 

• Οη πιεξνθνξίεο απνζεθεύνληαη κόλν ζηα θύιια. 
 

• Τα θιεηδηά εζσηεξηθώλ θόκβσλ ρξεζηκεύνπλ κόλν γηα ηελ αλαδήηεζε 

ζην δέλδξν. 

• Γειαδή,  γηα θάπνην κε-ηεξκαηηθφ θφκβν u, ην u.key1 δειψλεη ην 

κηθξφηεξν θιεηδί  ζην κεζαίν ππφδελδξν  (u.middle), ελψ ην u.key2 (αλ 

ππάξρεη) δειψλεη ην κηθξφηεξν θιεηδί ζην δεμί ππφδελδξν (u.right). 
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18-19 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Β-δέλδξα 
• Γελίθεπζε ηνπ 2-3 δέλδξνπ: κπνξεί λα απνζεθεύεη πεξηζζόηεξα απφ 2 

θιεηδηά ζε θάζε θφκβν. 
 

• Έλα δέλδξν ηάμεο m ηθαλνπνηεί ηηο πην θάησ ηδηφηεηεο: 

– Έρεη κηα ξίδα ε νπνία έρεη 0 ή πεξηζζόηεξα παηδηά. 

– Τα δεδνκέλα θπιάζζνληαη ζηα θχιια θαη φια ηα θύιια βξίζθνληαη ζην ίδην 

επίπεδν. 

– Έλαο εζσηεξηθφο θφκβνο κε δείθηεο p0, p1, …, pn, έρεη θιεηδηά k1,…,kn, φπνπ 

ki είλαη ην κηθξφηεξν θιεηδί ηνπ ππνδέλδξνπ πνπ δείρλεηαη απφ ηνλ δείθηε pi. 

– Όινη νη εζσηεξηθνί θόκβνη (εθηφο ηε ξίδα) έρνπλ από m/2κέρξη m παηδηά, 

ελαιιαθηηθά νη θφκβνη ζπκπηχζζνληαη 
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18-20 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Έλα Β-δέλδξν … 

• ηάμεο m κε n θιεηδηά έρεη χςνο 

 

• Έρεη δηαδηθαζίεο παξφκνηεο κε απηέο ελφο 2-3 δέλδξνπ, νη 

νπνίεο επίζεο κπνξεί λα πξνθαιέζνπλ δηάζπαζε ή 

ζπγρώλεπζε ηεο ξίδαο. 
 

 

• Γηάθνξεο παξαιιαγέο ηνπο ρξεζηκνπνηνχληαη ζε βάζεηο 

δεδνκέλσλ (Databases) φπνπ νη θφκβνη απνζεθεχνληαη ζε 

δεπηεξεχνπζα κλήκε ηνπ ππνινγηζηή 

 

• Τν θόζηνο πξόζβαζεο ελφο θφκβνπ ζηνλ καγλεηηθό δίζθν 

είλαη πνιχ κεγαιχηεξν απ’ απηφ ηεο επεμεξγαζίαο ηνπ. Γηα 

απηφ ε κείσζε ηνπ ρξόλνπ αλαδήηεζεο είλαη πνιχ 

ζεκαληηθή! 

)n(logO m
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