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Σειρά Προβλημάτων 2 – Λύσεις 
 

Άσκηση 1  

Να δώσετε κανονικές εκφράσεις που να περιγράφουν τις πιο κάτω γλώσσες. 

(α) { w {a,b}* | η w δεν περιέχει δύο συνεχόμενα όμοια γράμματα } 
(β) { w {a,b,c}* | η w δεν περιέχει δύο συνεχόμενα όμοια γράμματα } 
(γ) { w {a,b}* | η w περιέχει ως υπολέξη τη λέξη bab ακριβώς μία φορά } 
(δ) { w {a,b}* | όλες οι λέξεις εκτός από την ab  } 
(ε) { w {a,b}* | το μήκος της w είναι άρτιο και το πλήθος των a στην w είναι περιττό  } 

Λύση 

(α) (a  ε) (ba)* (b  ε)   

(β) ε  [a ((bc)*(b  ε)  (cb)*(c  ε)]*   

          [b ((ac)*(a  ε) (ca)*(c  ε)]*   

          [c ((ba)*(b  ε) (ab)*(a  ε)]*   

(γ) a*(b  baa+)*  bab (b  aa+b)* a*   

(δ) ε  a  b  (aa  bb  ba)  [(a  b) (a  b) (a  b)+] 

(ε) [(aa  bb)*(ab  ba) (aa  bb)*(ab  ba)]* [(aa  bb)*(ab  ba) (aa  bb)*] 

 
Άσκηση 2 

(α)  Θεωρήστε  ένα  NFA  ܰ ൌ ሺܳ, ,ߑ ,ߜ ,଴ݏ .ሻܨ  Έστω  ሻߋሺݐ݋ܰ ൌ ሺܳ, ,ߑ ,ߜ ,଴ݏ	 ܳ	 െ ሻܨ	  το 
αυτόματο που λαμβάνεται αν αντιστρέψουμε τον ρόλο των καταστάσεων αποδοχής με τις 
καταστάσεις  μη  αποδοχής.  Να  δείξετε  ότι,  γενικά,  το  αυτόματο ܰݐ݋ሺܰሻ δεν  παράγει  το 
συμπλήρωμα  της  γλώσσας  του ܰ.  Δηλαδή,  να  δείξετε  ότι  υπάρχει  NFA ߋ τέτοιο  ώστε 
ሺܰሻതതതതതതതܮ 	്   .ሺܰሻሻݐ݋ሺܰܮ

Λύση 

To  ζητούμενο  δείχνεται  μέσω  του  πιο  κάτω  παραδείγματος.  Το  μη  ντετερμινιστικό 
αυτόματο Μ αποδέχεται τη γλώσσα {1}. Το αυτόματο ΝΟΤ(Μ) αποδέχεται τη γλώσσα {ε} 
που προφανώς δεν αποτελεί το συμπλήρωμα της γλώσσας του Μ.  
Ως  εκ  τούτου,  στην  περίπτωση  των  μη  ντετερμινιστικών  αυτομάτων,  αν Μ  είναι  ένα  μη 
ντετερμινιστικό  πεπερασμένο  αυτόματο  που  αναγνωρίζει  τη  γλώσσα  L,  τότε  δεν  ισχύει 

απαραίτητα ότι το αυτόματο NOT(M) αναγνωρίζει τη γλώσσα  }|{ LwwL  .  

 

(β) Θεωρήστε την κανονική έκφραση R = (a  b)*ab(a  b)*. Να υπολογίσετε την κανονική 
έκφραση  που  παράγει  το  συμπλήρωμα  της  γλώσσας  του  R  ακολουθώντας  τα  πιο  κάτω 
βήματα: 

(i) Να μετατρέψετε την κανονική έκφραση R σε ισοδύναμο NFA N. 

Λύση 

1 2
1 

1 2
1

Μ ΝΟΤ(Μ)
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(ii)  Να  μετατρέψετε  το  NFA  Ν  σε  ισοδύναμο  DFA  A,  χρησιμοποιώντας  τον  σχετικό 
αλγόριθμο (Διαφάνειες 2‐37 ‐ 2‐38). 

Λύση 

 

 (iii)  Να  μετατρέψετε  το  αυτόματο  Α  σε  αυτόματο  Β  το  οποίο  να  αποδέχεται  το 
συμπλήρωμα της γλώσσας του Α. 

Λύση 

 

(iv) Να μετατρέψετε το αυτόματο Β σε ισοδύναμη κανονική έκφραση χρησιμοποιώντας τον 
σχετικό αλγόριθμο (Διαφάνεια 3‐20). 

Λύση 

Βήμα 1: Εισαγωγή καινούριας αρχικής και τελικής κατάστασης. 

 

Βήμα 2(α): Αφαίρεση κορυφής {1,2,3} 
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Βήμα 2(β): Αφαίρεση κορυφής {1,3} 

 

Βήμα 2(δ): Αφαίρεση κορυφής {1,2} 

 

 

Βήμα 2(ε): Αφαίρεση κορυφής {1} 

 

Ζητούμενη κανονική έκφραση: b*[εa+]= b*a* 

 

 
Άσκηση 3 

Να  αποφασίσετε  κατά  πόσο  οι  πιο  κάτω  γλώσσες  είναι  κανονικές  αιτιολογώντας  με 
ακρίβεια τις απαντήσεις σας. 

(α) H γλώσσα L1  που περιέχει όλους τους πραγματικούς αριθμούς όπου το ακέραιο σκέλος 
και  το  δεκαδικό  σκέλος  περιέχουν  τον  ίδιο  αριθμό  ψηφίων  και  το  ακέραιο  σκέλος  δεν 
μπορεί  να  ξεκινά  με 0.  Για  παράδειγμα,  οι  λέξεις 12.35  και 45.67  ανήκουν  στη  γλώσσα, 
αλλά οι λέξεις 089.12 και 09.12 δεν ανήκουν στη γλώσσα.  

Λύση 

Υποθέτουμε για να φτάσουμε σε αντίφαση ότι η L1 είναι κανονική. Τότε, σύμφωνα με το 
Λήμμα της Άντλησης, υπάρχει p, το μήκος άντλησης της γλώσσας, τέτοιο ώστε κάθε λέξη 
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της γλώσσας με μήκος μεγαλύτερο από p να  ικανοποιεί την  ιδιότητα που περιγράφεται 
στο Λήμμα. 

Ας επιλέξουμε τη λέξη s = 1p.2p.  Τότε, σύμφωνα με το λήμμα, s = xyz έτσι ώστε η υπολέξη 

xy να βρίσκεται μέσα στις p πρώτες θέσεις της w (|xy|  p) η y να είναι μη κενή (|y| 0) 
και οποιαδήποτε επανάληψη της υπολέξης y να διατηρεί την προκύπτουσα λέξη εντός της 

γλώσσας (xyiz  L1). 

Αφού |xy|  p, τότε πρέπει να ισχύει ότι τόσο το x όσο και το y αποτελούνται μόνο από 1. 
Επομένως,  x = 1λ, y = 1μ, w = 1ν.2p όπου λ+μ+ν = p.  

Επίσης, από το λήμμα, πρέπει να ισχύει ότι xy2z  L1.  

Αλλά, xy2z = 1λ1μ1μ1ν.2p = 1p+μ.2p και, από τον ορισμό της γλώσσας, xy2z  L1.  

Αυτό  μας  οδηγεί  σε  αντίφαση  και  επομένως  η  υπόθεσή  μας  ότι  η  γλώσσα  L1  είναι 
κανονική ήταν εσφαλμένη.  

(β) L2 = { xx
revx | x  {0,1}+ } 

Λύση 

Υποθέτουμε για να φτάσουμε σε αντίφαση ότι η L2 είναι κανονική. Τότε, σύμφωνα με το 
Λήμμα της Άντλησης, υπάρχει p, το μήκος άντλησης της γλώσσας, τέτοιο ώστε κάθε λέξη 
της γλώσσας με μήκος μεγαλύτερο από p να  ικανοποιεί την  ιδιότητα που περιγράφεται 
στο Λήμμα. 

Ας επιλέξουμε τη λέξη s = 0p110p0p1.    Τότε, σύμφωνα με το λήμμα, s = xyz  έτσι ώστε η 

υπολέξη xy να βρίσκεται μέσα στις p πρώτες θέσεις της w (|xy|  p) η y να είναι μη κενή 
(|y| 0) και οποιαδήποτε επανάληψη της υπολέξης y να διατηρεί την προκύπτουσα λέξη 
εντός της γλώσσας (xyiz  L2). 

Αφού |xy|  p, τότε πρέπει να ισχύει ότι τόσο το x όσο και το y αποτελούνται μόνο από 0. 
Επομένως,  x = 0λ, y = 0μ, w = 0ν110p0p1 όπου λ+μ+ν = p.  

Επίσης, από το λήμμα, πρέπει να ισχύει ότι xy2z  L2.  

Αλλά, xy2z = 0λ0μ0μ 0ν110p0p1= 0p+μ110p0p1 και, από τον ορισμό της γλώσσας, xy2z  L2.  

Αυτό  μας  οδηγεί  σε  αντίφαση  και  επομένως  η  υπόθεσή  μας  ότι  η  γλώσσα  L2  είναι 
κανονική ήταν εσφαλμένη.  

(γ) L3 = { uxvx| u,v {0,1,2}*, x {0,1,2}, και όλα τα στοιχεία του v είναι μικρότερα από το x } 

Λύση 

Η γλώσσα L3  είναι κανονική και περιγράφεται από την έκφραση 

 {012}*[00 10*12(01)*2]. 

(δ) L4  = {uxvx| u,v {0,1,2}*, |u| = |v|, x {0,1,2}, και όλα τα στοιχεία του v είναι  

μικρότερα από το x } 

Λύση 

 Υποθέτουμε για να φτάσουμε σε αντίφαση ότι η L4 είναι κανονική. Τότε, σύμφωνα με το 
Λήμμα της Άντλησης, υπάρχει p, το μήκος άντλησης της γλώσσας, τέτοιο ώστε κάθε λέξη 
της γλώσσας με μήκος μεγαλύτερο από p να  ικανοποιεί την  ιδιότητα που περιγράφεται 
στο Λήμμα. 
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Ας επιλέξουμε τη λέξη w = 0p 2 1p 2.  

Τότε, σύμφωνα με το λήμμα, w = xyz  έτσι ώστε η υπολέξη xy να βρίσκεται μέσα στις p 

πρώτες θέσεις της w (|xy|  p) η y να είναι μη κενή (|y| 0) και οποιαδήποτε επανάληψη 
της υπολέξης y να διατηρεί την προκύπτουσα λέξη εντός της γλώσσας (xyiz  L4). 

Αφού |xy|  p, τότε πρέπει να ισχύει ότι τόσο το x όσο και το y αποτελούνται μόνο από 0. 
Επομένως,  x = 0λ, y = 0μ, w = 0ν 2 1p 2 όπου λ+μ+ν = p.  

Επίσης, από το λήμμα, πρέπει να ισχύει ότι xy2z  L4.  

Αλλά, xy2z = 0λ0μ0μ0ν 2 1p 2 = 0p+μ 2 1p2 και, από τον ορισμό της γλώσσας, xy2z  L4.  

Αυτό  μας  οδηγεί  σε  αντίφαση  και  επομένως  η  υπόθεσή  μας  ότι  η  γλώσσα  L4  είναι 
κανονική ήταν εσφαλμένη.  

 (ε) L5 = { u = 10v  | u, v δυαδικοί αριθμοί χωρίς αρχικά μηδενικά και u ο διπλάσιος 
 αριθμός του v} 

Λύση 
Υποθέτουμε για να φτάσουμε σε αντίφαση ότι η L5 είναι κανονική. Τότε, σύμφωνα με το 
Λήμμα της Άντλησης, υπάρχει p, το μήκος άντλησης της γλώσσας, τέτοιο ώστε κάθε λέξη 
της γλώσσας με μήκος μεγαλύτερο από p να  ικανοποιεί την  ιδιότητα που περιγράφεται 
στο Λήμμα. 

Ας επιλέξουμε τη λέξη s =    1p0=101p.  Τότε, σύμφωνα με το λήμμα, s = xyz έτσι ώστε η 
υπολέξη xy να βρίσκεται μέσα στις p πρώτες θέσεις της w (|xy|  p) η y να είναι μη κενή 
(|y| 0) και οποιαδήποτε επανάληψη της υπολέξης y να διατηρεί την προκύπτουσα λέξη 
εντός της γλώσσας (xyiz  L5). 

Αφού |xy|  p, τότε πρέπει να ισχύει ότι τόσο το x όσο και το y αποτελούνται μόνο από 1. 
Επομένως,  x = 1λ, y = 1μ, w =  “1ν0=101p “ όπου λ+μ+ν = p.  

Επίσης, από το λήμμα, πρέπει να ισχύει ότι xy2z  L5.  

Αλλά, xy2z = “ 1λ1μ1μ1ν0=101p “ = “ 1p+μ0=101p “  και, από τον ορισμό της γλώσσας, xy2z 
 L5.   Αυτό μας οδηγεί σε αντίφαση και επομένως η υπόθεσή μας ότι η γλώσσα L5 είναι 
κανονική ήταν εσφαλμένη.  

 

Άσκηση 4 

Για  κάθε  μια  από  τις  πιο  κάτω  προτάσεις  να  αποφασίσετε  κατά  πόσο  η  πρόταση  είναι 
αληθής  ή ψευδής.  Αν  η  πρόταση  είναι  αληθής  να  αποδείξετε  την  ορθότητά  της  ενώ  αν 
είναι ψευδής να δώσετε κατάλληλο αντιπαράδειγμα. 

(α) Αν η γλώσσα Λ1 ‐ Λ2  είναι κανονική τότε και οι γλώσσες Λ1 και Λ2 είναι κανονικές. 

(β) Αν οι γλώσσες Λ1, Λ2 είναι κανονικές τότε και η γλώσσα Λ1 – Λ2 είναι κανονική 

Λύση 

(α) Η πρόταση είναι ψευδής. Ως αντιπαράδειγμα μπορούμε να επιλέξουμε ως Λ1 = {a
nbn | 

n>0} και Λ2 = a*b*. Τότε έχουμε ότι 

 η Λ1
 είναι μη κανονική γλώσσα αν και 

 η Λ1 - Λ2  =  είναι κανονική γλώσσα. 
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(β)  Η  απόδειξη  είναι  κατασκευαστική.  Συγκεκριμένα θα  δείξουμε  ότι  αν  υπάρχουν DFA 
που αναγνωρίζουν τις γλώσσες Λ1 και Λ2 τότε υπάρχει DFA που αναγνωρίζει τη γλώσσα Λ1 
– Λ2.  

Ας  υποθέσουμε  ότι  τα  αυτόματα  Μ1  =  (Q1,  Σ,  δ1,  q1,  F1)  και  Μ2  =  (Q2,  Σ,  δ2,  q2,  F2) 
αναγνωρίζουν τις γλώσσες Λ1 και Λ2 αντίστοιχα. Κατασκευάζουμε το αυτόματο Μ = (Q, Σ, 
δ, q0, F) που αναγνωρίζει τη γλώσσα Λ1 – Λ2ως εξής: 

• Q = {(r1, r2) | r1 Q1, r2  Q2} 
• Σ: το αλφάβητο είναι το ίδιο με αυτό των Μ1 και Μ2. 

• Για κάθε (r1, r2)  Q και a  Σ, θέτουμε 
  δ((r1, r2), a) = (δ1(r1, a), δ2(r2, a)) 

• q0 = (q1, q2)       

• F = {(r1, r2)  Q | r1 F1 και r2  F2}  
Εξήγηση: για να αποδεχτούμε μια λέξη θα πρέπει το πρώτο αυτόματο να βρίσκεται σε 
κατάσταση  αποδοχής  και  το  δεύτερο  αυτόματο  να  μην  βρίσκεται  σε  κατάσταση 
αποδοχής. 

 


