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Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής θέµατα:

∆ίκτυα σύγκρισης, δίκτυα ταξινόµησης

Αρχή 0-1

∆ιτονική ταξινόµηση

∆ίκτυα Ταξινόµησης
(CLR κεφάλαιο 28)
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∆ίκτυο Ταξινόµησης
• Μοντέλο στο οποίο 

1. η µόνη δυνατή πράξη είναι η σύγκριση.
2. πολλές συγκρίσεις µπορούν να γίνουν ταυτόχρονα.

• Συγκριτής: δέχεται δύο δεδοµένα εισόδου α, β και επιστρέφει στην 
"πάνω" του έξοδο το µικρότερο και στην "κάτω" το µεγαλύτερο

α min(α,β)

β max(α,β)

• ∆ίκτυο σύγκρισης: ένα δίκτυο από συγκριτές.

• ∆ίκτυο ταξινόµησης: ένα δίκτυο σύγκρισης το οποίο ταξινοµεί το 
δεδοµένο εισόδου του.
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∆ίκτυα Ταξινόµησης

• Το πιο πάνω δίκτυο σύγκρισης αποτελείται από 5 συγκριτές, τους Α, Β, Γ, ∆, Ε. 
Παρατηρούµε ότι το δεδοµένο εξόδου του είναι το δεδοµένο εισόδου ταξινοµηµένο.

• Συγκεκριµένα, το ελάχιστο των α, β, βγαίνει στην πάνω έξοδο του Α και το 
ελάχιστο των γ, δ, βγαίνει στην πάνω έξοδο του Β, οι δύο αυτό τιµές συγκρίνονται 
από τον Γ, ο οποίος επιστρέφει στην έξοδο a, την ελάχιστη (εκ των α,β,γ,δ) τιµή.

• Παρόµοια το συνολικό µέγιστο βγαίνει στην έξοδο d, ενώ τα ενδιάµεσα στοιχεία 
βγαίνουν ταξινοµηµένα στις γραµµές εξόδου b και c.

• Παρατήρηση: οι συγκριτές Α και Β µπορούν να παράξουν τα αποτελέσµατα τους 
ταυτόχρονα (παράλληλα). Το ίδιο ισχύει για τους συγκριτές Γ και ∆.
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Ορισµοί
Ορίζουµε:
• Βάθος ενός δικτύου το µήκος ενός µακρύτερου µονοπατιού από µια
γραµµή εισόδου σε µια γραµµή εξόδου.
(Στο παράδειγµα, το βάθος είναι 3)

• Μέγεθος ενός δικτύου: ο αριθµός συγκριτών που περιέχει.
(Στο παράδειγµα το µέγεθος είναι 5)

• Χρόνος εκτέλεσης ενός δικτύου σύγκρισης είναι ο χρόνος που
χρειάζεται για να λάβουν όλες οι γραµµές εξόδου τις τιµές τους
εφόσον όλες οι γραµµές εισόδου έχουν λάβει τα δεδοµένα εισόδου.

• Ο χρόνος εκτέλεσης ενός δικτύου σύγκρισης δίνεται από το βάθος του.
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Παράδειγµα
∆ίκτυο ταξινόµησης βασισµένο στον αλγόριθµο Selection Sort.

• Βασικό συγκρότηµα: το δίκτυο που βρίσκει το µέγιστο:

• To δίκτυο συµπληρώνεται αναδροµικά: βρες το µέγιστο από τα υπόλοιπα 
στοιχεία, κ.ο.κ.

max

A B Γ ∆
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Παράδειγµα
• Ποιο είναι το βάθος του δικτύου για ταξινόµηση n στοιχείων;

• Φαίνεται να είναι Θ(n²), υπάρχουν 
n-1 + n-2 + … + 1 ∈ Θ(n²) συγκριτές.

• Όµως, λόγω του ότι συγκρίσεις µπορούν να γίνουν παράλληλα 
(pipelining) το βάθος είναι 2n-3 (για τη φάση Α χρειάζεται χρόνος n-
1, αλλά κάθε µια από τις επόµενες n-2 φάσεις απαιτεί µια ακόµα 
µονάδα χρόνου εφόσον, όλες εκτός από την τελευταία σύγκριση, 
µπορούν να γίνονται ταυτόχρονα µε  συγκρίσεις της "προηγούµενης"
φάσης.

• Συνεπώς το πιο πάνω δίκτυο ταξινόµησης είναι ταχύτερο από κάθε 
ακολουθιακό αλγόριθµο που βασίζεται σε συγκρίσεις (Ω(n lg n))
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Κάτω φράγµα παράλληλης ταξινόµησης
• Κάθε δίκτυο ταξινόµησης αντιστοιχεί σε ένα παράλληλο αλγόριθµο που 
πραγµατοποιεί ταυτόχρονα πολλές συγκρίσεις.

• Πόσο γρήγορα µπορούµε να ταξινοµούµε παράλληλα; (Πόσο είναι το 
ελάχιστο δυνατό βάθος ενός δικτύου ταξινόµησης;)

• Όλες οι συγκρίσεις που γίνονται από συγκριτές σε ένα δίκτυο 
ταξινόµησης µπορούν να προσοµοιωθούν σειριακά. Άρα πρέπει να 
υπάρχουν Ω(n lg n) συγκριτές.

• Σε κάθε "στρώµα" του δικτύου µπορούν να γίνουν το πολύ n/2 
συγκρίσεις. Έτσι πρέπει να υπάρχουν Ω(lg n) στρώµατα.
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Αρχή 0-1
• Πόσο γρήγορα µπορούµε να ελέγξουµε αλγοριθµικά αν ένα δίκτυο 
σύγκρισης είναι δίκτυο ταξινόµησης;

• Να ελέγξουµε για κάθε µια από τις n! µεταθέσεις n αριθµών αν το 
δίκτυο επιστρέφει στις εξόδους του την ακολουθία ταξινοµηµένη.

• Χρονική πολυπλοκότητα: Ω(n!)

• Μπορεί να γίνει ο έλεγχος πιο γρήγορα;

ΘΕΩΡΗΜΑ (Αρχή 0-1)
Αν ένα δίκτυο σύγκρισης µε n εισόδους ταξινοµεί κάθε µια από τις  
ακολουθίες από 0 και 1, τότε είναι δίκτυο ταξινόµησης (δηλαδή, 
ταξινοµεί οποιαδήποτε ακολουθία εισόδου).
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Αρχή 0-1
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
• Έστω ότι η f είναι µια µονοτονικά αύξουσα συνάρτηση, δηλαδή,
αν x ≤ y, τότε f(x) ≤ f(y).

• Τότε
min(f(x),f(y)) = f(min(x,y)) και max(f(x),f(y)) = f(max(x,y)) 

ΛΗΜΜΑ Αν ένα δίκτυο απεικονίζει την ακολουθία εισόδου a1, a2,…, an στην 
ακολουθία εξόδου b1, b2,…, bn, τότε απεικονίζει την ακολουθία εισόδου f(a1), 
f(a2),…, f(an) στην ακολουθία εξόδου f(b1), f(b2),…, f(bn).

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΜε επαγωγή στο βάθος του δικτύου.

• Υποθέτουµε για να φτάσουµε σε αντίφαση, ότι για κάποιο δίκτυο σύγκρισης 
µε n εισόδους που ταξινοµεί κάθε µια από τις  ακολουθίες από 0 και 1, 
υπάρχει ακολουθία εισόδου a1, a2,…, an τέτοια ώστε ai < aj, αλλά το ai είναι 
πιο κάτω από το aj στην ακολουθία εξόδου.
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Αρχή 0-1
• Ορίζουµε τη συνάρτηση

• Η f είναι µονοτονικά αύξουσα συνάρτηση.

• Από το Λήµµα, το δίκτυο απεικονίζει την ακολουθία εισόδου f(a1), 
f(a2),…, f(an) στην ακολουθία εξόδου µε το f(ai) πιο κάτω από το f(aj). 
Από την υπόθεση, η ακολουθία εξόδου  είναι ταξινοµηµένη, δηλαδή 
f(aj) ≤ f(ai). Aπό τον ορισµό της f, f(aj)=1, f(ai)=0. Αντίφαση.
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Κατασκευή ενός δικτύου ταξινόµησης 
Βήµα 1 της κατασκευής
• Μια ακολουθία ονοµάζεται διτονική, αν 

1. είτε αρχικά είναι µονοτονικά αύξουσα και στη συνέχεια είναι µονοτονικά 
φθίνουσα,

2. είτε αρχικά είναι µονοτονικά φθίνουσα και στη συνέχεια είναι 
µονοτονικά αύξουσα.

π.χ. �1,2,3,5,4,2�, �9,5,3,1,2,4,7�, �1,2,3�. 

• ∆ιτονικές  ακολουθίες από 0 και 1, έχουν µια από τις µορφές 
0…01…10…0 ή 1…10…01…1 .

• Γραφικά

• Θα κατασκευάσουµε ένα δίκτυο διτονικής ταξινόµησης, δηλαδή ένα 
δίκτυο το οποίο ταξινοµεί κάθε διτονική ακολουθία από 0 και 1.

0 1 0 1 0 1ή
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∆ίκτυο του ηµι-καθαριστή
• Βασικό δοµικό στοιχείο ενός δικτύου διτονικής ταξινόµησης είναι το  
δίκτυο του ηµι-καθαριστή.

ΛΗΜΜΑ
• Έστω ότι η είσοδος ενός ηµικαθαριστή είναι διτονική δυαδική 
ακολουθία. Τότε η έξοδος έχει τις εξής ιδιότητες:
1. και η πάνω και η κάτω ηµιακολουθίες είναι διτονικές
2. κάθε στοιχείο στην πάνω ηµιακολουθία είναι µικρότερο ή ίσο από κάθε 
στοιχείο στην κάτω ηµιακολουθία

3. είτε η πάνω είτε η κάτω ηµιακολουθία είναι "καθαρή" δηλαδή αποτελείται 
από µόνο 0 ή µόνο 1.
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Απόδειξη
• Εξετάζουµε την περίπτωση που η είσοδος έχει τη µορφή 

• Υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις
ακολουθία πάνω και κάτω µετά τη
εισόδου υποακολουθίες σύγκριση
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Απόδειξη
ακολουθία πάνω και κάτω µετά τη
εισόδου υποακολουθίες σύγκριση

Όµοια εξετάζεται και η περίπτωση που η είσοδος έχει τη µορφή
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∆ιτονική ταξινόµηση
• Άρα ένα δίκτυο διτονικής ταξινόµησης µπορεί να κατασκευαστεί 
αναδροµικά µε τη χρήση
1. ενός  ηµικαθαριστή (ο οποίος θα µοιράσει το δεδοµένο εισόδου σε δύο 
υποακολουθίες για τις οποίες ισχύει ότι κάθε στοιχείο στην πάνω 
ηµιακολουθία είναι το µικρότερο ή ίσο µε κάθε στοιχείο στην κάτω
ηµιακολουθία) και στη συνέχεια 

2. δύο δικτύων διτονικής ταξινόµησης µισού µεγέθους για ταξινόµηση των 
δύο ηµιακολουθιών.

ηµι-
καθαριστής 

µε n εισόδους

διτονικός 
ταξινοµητής µε 

n/2 εισόδους

διτονικός 
ταξινοµητής µε 

n/2 εισόδους

Βάθος

D(n) = D(n/2) + 1

= D(n/4) + 1 + 1

= … = lg n



ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 12-16

∆εύτερη φάση της κατασκευής
• Θα κατασκευάσουµε ένα δίκτυο συγχώνευσης, δηλαδή ένα δίκτυο το 
οποίο µε δεδοµένο δύο ταξινοµηµένες ηµιακολουθίες τις συγχωνεύει
επιστρέφοντας την ακολουθία ταξινοµηµένη. 

• Βασικό δοµικό στοιχείο ενός δικτύου διτονικής ταξινόµησης είναι το  
δίκτυο του τροποποιηµένου ηµι-καθαριστή.
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Τροποποιηµένος ηµικαθαριστής
ΛΗΜΜΑ
Με δεδοµένο εισόδου δύο ταξινοµηµένες ηµι-ακολουθίες, η έξοδος 
του τροποποιηµένου ηµι-καθαριστή είναι δύο διτονικές ακολουθίες 
όπου 
1. κάθε στοιχείο στην πάνω ηµιακολουθία είναι το πολύ ίσο µε κάθε 
στοιχείο στην κάτω ηµιακολουθία και 

2. είτε η πάνω είτε η κάτω ηµιακολουθία είναι "καθαρή" δηλαδή 
αποτελείται από µόνο 0 ή µόνο 1.
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∆ίκτυο συγχώνευσης
• Άρα ένα δίκτυο συγχώνευσης µπορεί να κατασκευαστεί ως

1. ένα τροποποιηµένος ηµικαθαριστής,

2. ακολουθούµενος από δύο διτονικούς ταξινοµητές µε n/2 εισόδους

• Βάθος;

τροποποιηµένος 
ηµι-καθαριστής 

µε n εισόδους

διτονικός 
ταξινοµητής µε 

n/2 εισόδους

διτονικός 
ταξινοµητής µε 

n/2 εισόδους
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Τρίτη φάση της κατασκευής
• Πιο κάτω δίνεται δίκτυο ταξινόµησης για n στοιχεία ∆Τ(n): Αρχικά 
ταξινοµούµε τις πάνω και κάτω ηµιακολουθίες µε δύο δίκτυα 
ταξινόµησης µε n/2 εισόδους (∆Τ(n/2)), και στη συνέχεια συγχωνεύουµε 
τα αποτελέσµατα µε ένα συγχωνευτή µε n εισόδους (∆Σ(n)).

• Ποιο είναι το βάθος του ∆Τ(n);
D(n) = D(n/2) + lg n

= D(n/4) + lg(n/2) + lg n
= … ∈ Θ(lg² n)

∆Σ(n)

∆T(n/2)

∆T(n/2)
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∆Τ(8)


