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Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής θέµατα:

Γινόµενα σηµεία, τοµή ευθυγράµµων τµηµάτων

Εύρεση κυρτών περιβληµάτων: Ο αλγόριθµος του Graham και ο αλγόριθµος 
του Jarvis

Το πρόβληµα “Closest Pair”

Γεωµετρικοί Αλγόριθµοι
(CLR, κεφάλαιο 35)
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Σηµεία και ευθύγραµµα τµήµατα
• Έστω σηµεία

• Συµβολίζουµε µε 

το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα δύο σηµεία. Βλέπουµε ότι αυτό 
περιέχει όλα τα σηµεία

0≤ a≤ 1.

• Συχνά η κατεύθυνση ενός ευθύγραµµου τµήµατος έχει σηµασία, οπότε 
γράφουµε
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Γινόµενα σηµείων
ΟΡΙΣΜΟΣ
Έστω σηµεία p1 =(x1, y1) και p2=(x2, y2). Το γινόµενο των δύο σηµείων 

p1×p2 ορίζεται ως η ορίζουσα ενός πίνακα:

Έχουµε ότι:
1. αν p1×p2>0, τότε το σηµείο p1 βρίσκεται σε δεξιόστροφη κατεύθυνση 
από το σηµείο p2, ως προς το σηµείο (0,0)

2. αν p1×p2<0, τότε το σηµείο p1 βρίσκεται
σε αριστερόστροφη κατεύθυνση από το
σηµείο p2, ως προς το σηµείο (0,0)

3. αν p1×p2=0, τότε το σηµείο p1 βρίσκεται
πάνω στη γραµµή που περιέχει τα σηµεία
p2 και  (0,0).
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Γινόµενα σηµείων
• Για να αποφασίσουµε σε ποια κατεύθυνση του ευθύγραµµου τµήµατος 

p0p1 βρίσκεται το ευθύγραµµο τµήµα p0p2 µεταφέρουµε το σηµείο p0
στο (0,0) και υπολογίζουµε το γινόµενο

(p1 - p0)×(p2 - p0)

Πρόβληµα
• Έστω δύο ευθύγραµµα τµήµατα p0p1 και p1p2. Η γωνία θ που 
σχηµατίζεται στο σηµείο p1 στρίβει προς τα δεξιά ή προς τα αριστερά;
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Γινόµενα σηµείων
• Το ερώτηµα αυτό είναι ισοδύναµο µε το ερώτηµα: σε ποια 
κατεύθυνση του p0p1 βρίσκεται το p0p2. 

• Αν βρίσκεται σε δεξιόστροφη κατεύθυνση τότε η θ στρίβει προς τα 
δεξιά, και αν βρίσκεται σε αριστερόστροφη κατεύθυνση τότε η θ 
στρίβει προς τα αριστερά.

• Άρα µπορεί να λυθεί µε τον υπολογισµό ενός γινοµένου σηµείων.
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Άλλα προβλήµατα
1. Εύρεση κατά πόσο δύο ευθύγραµµα τµήµατα τέµνονται (σε χρόνο 
Ο(1))

2. Ταξινόµηση µιας ακολουθίας σηµείων σε αύξουσα σειρά  πολικής 
γωνίας ως προς κάποιο σηµείο (σε χρόνο Ο(n lg n)).

• Η έννοια του γινοµένου σηµείων είναι σηµαντική γιατί µας επιτρέπει 
να αποφύγουµε την πράξη της διαίρεσης (στην πρώτη εφαρµογή) και 
τριγωνοµετρικές πράξεις/υπολογισµό γωνιών  (στη δεύτερη 
εφαρµογή). Θα µελετήσουµε την πρώτη εφαρµογή:
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Τοµή ευθυγράµµων τµηµάτων
• Έστω δύο ευθύγραµµα τµήµατα  p1p2 και p3p4. Να αποφασίσετε αν τα 
δύο τµήµατα τέµνονται.

Πρώτο βήµα: βρες τα µικρότερα ορθογώνια που περικλύουν  το κάθε ένα 
από τα δύο τµήµατα.  Αν τα κουτιά τέµνονται προχώρησε στο δεύτερο 
βήµα, διαφορετικά στάµατα (τα ευθύγραµµα τµήµατα οπωσδήποτε δεν 
τέµνονται).
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p2
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Τοµή ευθυγράµµων τµηµάτων
Υλοποίηση:
• Έστω , , , . 

• Το µικρότερο κουτί που περικλείει το p1p2 έχει την αριστερή και κάτω
γωνιά του στο σηµείο και τη δεξιά
και πάνω γωνιά του στο σηµείο .

• Το µικρότερο κουτί που περικλείει το p3p4 έχει την αριστερή και κάτω
γωνιά του στο σηµείο και τη δεξιά
και πάνω γωνιά του στο σηµείο . 

• Τα κουτιά τέµνονται αν

και
και

),( 111 yxp = ),( 222 yxp = ),( 333 yxp = ),( 444 yxp =

)),min(),,(min( 21211 yyxxq =

)),min(),,(min( 43431 yyxxr =

)),max(),,(max( 21212 yyxxq =

)),max(),,(max( 43432 yyxxr =

),min(),max( 4321 xxxx ≥ ),min(),max( 2143 xxxx ≥
),min(),max( 4321 yyyy ≥ ),min(),max( 2143 yyyy ≥



ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 10-9

Τοµή ευθυγράµµων τµηµάτων
∆εύτερο βήµα: Ελέγχουµε

(α) που βρίσκονται τα σηµεία p1 και p2 σε σχέση µε την p3p4 και
(β) που βρίσκονται τα σηµεία p3 και p4 σε σχέση µε την p1p2

(χρησιµοποιώντας γινόµενα σηµείων).

• Αν τα σηµεία p1 και p2 βρίσκονται είτε σε αντίθετη πλευρά του 
ευθύγραµµου τµήµατος p3p4 είτε πάνω στη γραµµή που ορίζεται από 
το ευθύγραµµο τµήµα, και το ίδιο ισχύει για το ζεύγος p3 και p4 και το 
p1p2, τότε οι ευθείες τέµνονται.

• Πόσες διαφορετικές περιπτώσεις υπάρχουν;

• Είναι αναγκαίο το βήµα 1; 
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Εύρεση Κυρτού Περιβλήµατος
• Κυρτό Περίβληµα ενός συνόλου S από n σηµεία είναι το ελάχιστο 
κυρτό πολύγωνο P τέτοιο ώστε κάθε ένα από τα n σηµεία στο S
βρίσκεται πάνω στο σύνορο του S ή στο εσωτερικό του S.

• Συµβολίζεται ως CH(S).

• Στον ορισµό, ελάχιστο κυρτό πολύγωνο P σηµαίνει ότι δεν υπάρχει 
κυρτό πολύγωνο Q τέτοιο ώστε S⊆ Q⊂ P.



ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 10-11

O Αλγόριθµος του Graham
• ∆ιαλέγουµε το χαµηλότερο σηµείο, x,  του σηµειοσυνόλου S.
• Ταξινοµούµε τα σηµεία ως προς την πολική γωνία που σχηµατίζουν 

µε το σηµείο x (αντίστροφα προς τη φορά του ρολογιού).

• Παράδειγµα

• Με την ταξινόµηση παίρνουµε τη λίστα [i,a,b,c,d,e,h,f,g]
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O Αλγόριθµος του Graham
• Στη συνέχεια επεξεργαζόµαστε τα σηµεία καθ'αυτή τη σειρά και το 
κυρτό περίβληµα κατασκευάζεται βήµα προς βήµα.

• Έστω x[1], …, x[n] η ταξινοµηµένη λίστα.

• Σε κάθε βήµα το κυρτό περίβληµα θα είναι σωστό σύµφωνα µε τα 
σηµεία που έχουµε δει µέχρι στιγµής, όµως είναι δυνατό, σηµεία που 
θα δούµε αργότερα να αλλάξουν προηγούµενες αποφάσεις µας.

• Το εκάστοτε µέρος του κυρτού περιβλήµατος που έχει κατασκευαστεί
µέχρι κάποιο βήµα διατηρείται σε µια σωρό.

• Αρχικά η σωρός περιέχει τα τρία σηµεία x, x[1], x[2].



ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 10-13

O Αλγόριθµος του Graham
• Θεωρήστε το σηµείο x[3]. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις:

1. αν η γωνία x[1]x[2]x[3] στρίβει προς τα αριστερά, τότε το x[3] 
προστίθεται στη σωρό.

2. αν η γωνία x[1]x[2]x[3] στρίβει προς τα δεξιά ή είναι 180°, τότε η 
προηγούµενη απόφαση να εισάγουµε το x[2] στη σωρό αναιρείται:  το 
x[2] αφαιρείται από τη σωρό και το x[3] προστίθεται στη σωρό.

• Θεωρώντας το σηµείο x[i] oι περιπτώσεις είναι παρόµοιες. Έστω η 
σωρός είναι η s = s´ab.
1. αν η γωνία abx[i] στρίβει προς τα αριστερά, τότε το x[i] προστίθεται στη 
σωρό,

2. διαφορετικά, η προηγούµενη απόφαση να εισαγάγουµε το b στη σωρό 
αναιρείται:  το b αφαιρείται από τη σωρό και επαναλαµβάνουµε το βήµα 
(προσπαθώντας να εισάγουµε το x[i] στη σωρό s´a).
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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s={x,i,b}

a

bc
d

e
f

g
h

x
i

s={x,i,b,c}
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Ο Αλγόριθµος
CH(Q){

MakeEmptyStack(S);

let x be the lowest point of Q;

sort(Q-{x});

Push(x,S);

Push(Q[1],S);

Push(Q[2],S);

for (i=3;i≤≤≤≤n;i++)
a=Top(S);

b=Second(S);

while baQ[i] does not turn left

Pop(S);

Push(Q[i],S);

return S;

}

Χρονική Πολυπλοκότητα

Θ(n) για την εύρεση του σηµείου

Θ(n lg n) για ταξινόµηση των 
σηµείων ως προς τις
πολικές γωνίες τους

Θ(n) για την επεξεργασία της
σωρού (κάθε σηµείο
µπορεί να µπει ακριβώς µια
φορά στη σωρό και να βγει
το πολύ µια φορά)

Συνολικά: Θ(n lg n)
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O Αλγόριθµος του Jarvis
• Ξεκινούµε µε το χαµηλότερο σηµείο του συνόλου.

• Ο αλγόριθµος κτίζει µια λίστα p[1],…,p[k], µε τα σηµεία-κορυφές του 
κυρτού περιβλήµατος ως εξής:

1. αν p[1]=p[k] τότε σταµάτα, διαφορετικά,
2. βρες το σηµείο p, που σχηµατίζει τη "µικρότερη" πολική γωνία µε το p[k] 
και πρόσθεσε το στη λίστα του κυρτού περιβλήµατος.
(αν δύο σηµεία σχηµατίζουν την ίδια µικρότερη πολική γωνία, τότε
διάλεξε το πιο µακρινό.)

• Προσοχή: κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης του αλγόριθµου η έννοια 
της γωνίας πρέπει να µετριέται σε δεξιόστροφη κατεύθυνση.
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Παράδειγµα
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Παράδειγµα
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Λίστα=[x,i,b,d]
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Παράδειγµα (συνέχεια)
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Λίστα={x,i,b,d,e,g}
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Παράδειγµα (συνέχεια)

a

bc
d

e
f

g
h

x
i

Λίστα=[x,i,b,d,e,g]

Χρονική Πολυπλοκότητα: Ο(hn)

όπου h είναι ο αριθµός των κορυφών του κυρτού
περιβλήµατος.
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Πρόβληµα: Closest-Pair
• ∆εδοµένο Εισόδου: σηµειοσύνολο Q µε |Q|= n.

• H απόσταση µεταξύ δύο σηµείων a=(x1, y1) και b=(x2,y2) είναι

• Αν δύο σηµεία συµπίπτουν, η µεταξύ τους απόσταση είναι 0.

• Ζητούµενο: να βρεθεί το ζεύγος των σηµείων µε τη µικρότερη µεταξύ 
τους απόσταση.

• ‘Φανερός΄ αλγόριθµος: υπολόγισε όλες τις αποστάσεις µεταξύ 
σηµείων και διάλεξε τη µικρότερη. 

• Χρόνος εκτέλεσης:

2
21

2
21 distance )-y+(y)-x(x(a,b)=
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Αλγόριθµος ∆ιαίρει και Βασίλευε
Φάση ’∆ιαίρει’:
• ∆οθέντος συνόλου σηµείων P, αν |P|≤3 τότε βρες τη µικρότερη 
απόσταση µεταξύ των σηµείων, υπολογίζοντας τις 3 διαφορετικές 
αποστάσεις, διαφορετικά...

• ∆ηµιουργησε δύο µισά PL και PR, τέτοια ώστε τα σηµεία του PL να 
έχουν µικρότερες x-συνιστώσες από τα σηµεία του PR.

• Aν υπάρχει διατηρηµένη ταξινοµηµένη λίστα του P ως προς την x-
συνιστώσα, τότε το πιο πάνω βήµα απαιτεί χρόνο O(n).

PR
PL

dL

dR
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Αλγόριθµος ∆ιαίρει και Βασίλευε
Φάση ’Κατάκτησε’
• Bρες τις µικρότερες αποστάσεις dL και dR µε αναδροµικές κλήσεις στα 
σύνολα PL και PR.

• Θέσε d=min(dL, dR)

Φάση ΄Συνδύασε’
• Υπάρχει ζεύγος σηµείων (a,b), a∈ PL και b PR ∈ µε distance(a,b)<d;

• Eίναι αρκετό να κοιτάξουµε µόνο τα σηµεία σε οριζόντια απόσταση <
d από την κάθετη γραµµή που χωρίζει τα σύνολα PL και PR. 
Oνοµάζουµε αυτό τον τοµέα L.
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Αλγόριθµος ∆ιαίρει και Βασίλευε

• Αν για κάθε σηµείο στον τοµέα L µετρήσουµε την απόσταση του από
κάθε άλλο σηµείο στο L, τότε η διαδικασία απαιτεί χρόνο Ο(n) στη
µέση περίπτωση αλλά Ο(n²) στη χείριστη περίπτωση.

PL PR

dL
dR
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Αλγόριθµος ∆ιαίρει και Βασίλευε
Φάση ’Συνδύασε’ 2
• Έστω Τ το σύνολο των σηµείων µε x-συνιστώσες στον τοµέα L. 

• Είναι αρκετό να ελέγξουµε ζευγάρια (a,b) για τα οποία οι y-
συνιστώσες διαφέρουν το πολύ κατά d.

• Ένα d×d τετράγωνο έχει το πολύ 4 τέτοια σηµεία, άρα για κάθε 
σηµείο a χρειάζεται να θεωρήσουµε σταθερό αριθµό σηµείων b, 
συγκεκριµένα 7.

d d

d
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Χρόνος Εκτέλεσης
• Aν το σύνολο Τ είναι ταξινοµηµένο σε αύξουσα σειρά ως προς τη 
συνιστώσα y, τότε επεξεργασία κάθε σηµείου p γίνεται σε χρόνο Ο(1). 
Απλά κοιτάζουµε τα 7 σηµεία που ακολουθούν το p µέσα στη 
ταξινοµηµένη λίστα.

• Επίσης, αν το δεδοµένο εισόδου είναι ταξινοµηµένο σε αύξουσα σειρά 
ως προς τη συνιστώσα x, τότε το σύνολο Τ µπορεί να κτιστεί σε χρόνο 
Ο(n).

• Eποµένως, ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης της φάσης ‘συνδύασε’ είναι 
Ο(n).

• Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγόριθµου δίδεται από την εξίσωση 

• Τ(n) = 2⋅T(n/2) + O(n) ∈ Ο(n lg n)
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Χρόνος Εκτέλεσης
• Πως µπορούµε κάθε φορά που καλούµε τη διαδικασία σε 
σηµειοσύνολο P να έχουµε στη διάθεση µας δύο πίνακες µε τα σηµεία 
του P ταξινοµηµένα ως προς τις συνιστώσες x και y αντίστοιχα;

• Αν σε κάθε αναδροµική κλήση χρειαζόταν να εφαρµόσουµε 
ταξινόµηση θα είχαµε αλγόριθµο χρονικής πολυπλοκότητας Ο(n² lg
n). Mπορούµε να αποφύγουµε αυτή τη συνεχή ταξινόµηση;

• Ναι, ταξινοµώντας το αρχικό σύνολο και κτίζοντας από αυτό όλους 
τους άλλους χρήσιµους ταξινοµηµένους πίνακες (σε χρόνο Ο(n)).

• Χρονική Πολυπλοκότητα του αλγόριθµου:


