
ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 8-1

Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής θέµατα:

∆ίκτυα ροής και το πρόβληµα της µέγιστης ροής

Η µεθοδολογία Ford-Fulkerson

Ο αλγόριθµος Edmonds-Karps

Αλγόριθµοι Ροής σε Γράφους
(CLR, κεφάλαιο 27)
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∆ίκτυα Ροής
• Eνα δίκτυο ροής είναι ένας κατευθυνόµενος γράφος G=(V,E) µε δύο 
διακεκριµένες κορυφές: την πηγή s και τον προορισµό t.

• Kάθε ακµή (u,v)∈ E έχει µια µή αρνητική χωρητικότητα c(u,v).

• Aν (u,v)∉ E τότε γράφουµε c(u,v) = 0.

π.χ. το δίκτυο ∆:
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Θετικές ροες σε δίκτυα ροής
• Μια θετική ροή πάνω στο δίκτυο G είναι µια συνάρτηση                                   

που ικανοποιεί τα εξής:

1. 0 ≤ p(u,v) ≤ c(u,v), για κάθε u,v∈ V
(περιορισµός χωρητικότητας)

2. για κάθε u ∈ V – {s,t}
(διατήρηση ροής)

• Παρατήρηση: ο ορισµός επιτρέπει να είναι 
όλες οι θετικές ροές ίσες µε το µηδέν.

• Παράδειγµα: Θετική ροή για το δίκτυο ∆:
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Θετικές ροές σε δίκτυα ροής
• Θα λέµε ότι η θετική ροή p(u,v) πηγαίνει από τον κόµβο u στον κόµβο v.

• Αρχή απαλοιφής της θετικής ροής:
Aφαιρώντας 1 από τη θετική ροή µεταξύ των u και v και προς τις δύο 
κατευθύνσεις, παίρνουµε µια νέα συνάρτηση η οποία είναι επίσης θετική 
ροή:

– αφού οι θετικές ροές µειώνονται, ο περιορισµός χωρητικότητας εξακολουθεί 
να ικανοποιείται, και

– η διατήρηση της ροής εξακολουθεί να ισχύει.
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∆ίκτυα Ροής
• Μια ροή πάνω στο δίκτυο G είναι µια συνάρτηση 
που ικανοποιεί τα εξής:

1. f(u,v) ≤ c(u,v), για κάθε u,v∈ V
(περιορισµός χωρητικότητας)

2. για κάθε u ∈ V – {s,t}
(διατήρηση ροής)

3. για κάθε u, v ∈ V f(u,v) = –f(v,u)
(διαγώνια συµµετρία)
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∆ίκτυα Ροής
Θεώρηµα: Οι ορισµοί θετικής ροής και ροής είναι ισοδύναµοι.

Απόδειξη
Ορισµός ροής συναρτήσει θετικής ροής.

Ορίζουµε        f(u,v) ≡ p(u,v) – p(v,u) ,     για κάθε u,v∈ V
• Περιορισµός χωρητικότητας για την f:

f(u,v) = p(u,v) – p(v,u)
≤ p(u,v)
≤ c(u,v) 

• ∆ιατήρηση ροής για την f:

από τη διατήρηση ροής για την p.
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∆ίκτυα Ροής
• ∆ιαγώνια συµµετρία για την f:

f(u,v) = p(u,v) – p (v,u)
= - (p(v,u) – p(u,v))
= - f(v,u) 

Oρισµός θετικής ροής συναρτήσει ροής:
Ορίζουµε για κάθε u,v ∈ V

• Περιορισµός χωρητικότητας για την p:
Aν f(u,v)>0 , p(u,v) = f(u,v) ≤ c(u,v), από τον περιορισµό 
χωρητικότητας για την f, διαφορετικά, αν f(u,v)≤0, αφού η c είναι µη 
αρνητική, p(u,v) = 0 ≤ c(u,v).
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∆ίκτυα Ροής
• ∆ιατήρηση ροής για την p:
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Πρόβληµα της µέγιστης ροής
• Oρίζουµε τη τιµή µιας ροής f, |f | ως

• Πρόβληµα της µέγιστης ροής: Να βρεθεί η ροή µε τη µέγιστη τιµή.

• Παράδειγµα: Μέγιστη ροή στο δίκτυο ∆.
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Ιδιότητες Ροών
• Συµβολισµός: Από τώρα και στο εξής, µια συνάρτηση πάνω σε 
σύνολα θα συµβολίζει το άθροισµα της συνάρτησης πάνω στα 
στοιχεία των συνόλων.
π.χ.
1. f(s,V) = |f |
2. Πρόταση διατήρησης ροής:  για κάθε u ∈ V – {s,t},   f(u,V) = 0.

Λήµµα 1:
Για κάθε Χ⊆ V, f(X,X)=0.

Απόδειξη:
•
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αφού το κάθε f(u,v) διαγράφεται µε 
το f(v,u) λόγω της διαγώνιας 
συµµετρίας. 
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Ιδιότητες Ροών
Λήµµα 2: Για κάθε Χ,Υ⊆ V, f(X,Υ) = – f(Y,X).
Απόδειξη:

Λήµµα 3: Για κάθε Χ,Υ,Z⊆ V, όπου Χ∩Y=∅ , f(X∪ Υ,Z) = f(X,Z) + f(Y,Z).
Απόδειξη:
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Ιδιότητες Ροών
Λήµµα 4: | f | = f(V,t)

Απόδειξη:

|f | =  f(s,V) (από ορισµό)
=  f(V,V) – f(V–{s},V)   (από Λήµµα 3)
=  f(V,V – {s}) (από Λήµµατα 1 και 2)
=  f(V,t) + f(V,V–{s,t})   (από “Λήµµα 3”)
= f(V,t) – f(V–{s,t},V)
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Ιδιότητες Ροών
• Μια τοµή (S,T) είναι µια διαµέριση του συνόλου V (δηλαδή, V=S∪ T, 

S∩T=∅ ), τέτοια ώστε s∈ S, t∈ T.

• H ροή κατά µήκος της τοµής (S,T) oρίζεται ως: f(S,T)

• H χωρητικότητα κατά µήκος της τοµής (S,T) ορίζεται ως: c(S,T)

Λήµµα 5:
Για κάθε ροή f και κάθε τοµή (S,T), η ροή κατά µήκος της τοµής (S,T) 
είναι ίση µε την τιµή της ροής f, |f |. 

Απόδειξη:
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Ιδιότητες Ροών
Λήµµα 6:
Για κάθε ροή f και κάθε τοµή (S,T), η τιµή της ροής φράσσεται από πάνω 
από τη χωρητικότητα κατά µήκος της τοµής (S,T). 

Απόδειξη:
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∆ίκτυο Περίσσειας
• Έστω ένα δίκτυο ροής G=(V,E) και µια ροή f πάνω στο G.

• Για ένα ζευγάρι κορυφών u, v∈ V ορίζουµε

το οποίο ονοµάζουµε την περίσσεια χωρητικότητα του ζεύγους (u,v).

• Το δίκτυο περίσσειας  Gf = (V, Ef) που επάγεται από τη ροή ενός 
δικτύου ορίζεται ως εξής:

• ∆ηλαδή ένα δίκτυο περίσσειας που επάγεται από µια ροή περιέχει τις 
ακµές που µπορούν να δεχθούν περισσότερη ροή.
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Παρατηρήσεις
1. ∆εν ισχύει απαραίτητα ότι Ef ⊆ Ε.
π.χ. αν (v,u)∈ E µε f(v,u)>0, αλλά (u,v)∉ E, τότε

c(u,v) = 0, και 
cf(u,v) = 0 - f(u,v) = f(v,u) > 0

oπότε (u,v) ∈ Ef .

2.
Aν (u,v) ∈ Ef, τότε (u,v)∈ E ή (v,u)∈ Ε.

Λήµµα 7
Έστω f µια ροή στο δίκτυο G και f´ µια ροή πάνω στο δίκτυο Gf. Τότε η 
συνάρτηση f+f´:V×V→R, όπου

(f+f´)(u,v) = f(u,v) +f´(u,v)

είναι µια ροή στο δίκτυο G µε τιµή |f+f´|=|f|+|f´|.

|E||E| f ⋅≤ 2
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Απόδειξη
1. διαγώνια συµµετρία

(f+f´)(u,v)   =    f(u,v) + f´(u,v)
=   {διαγώνια συµµετρία για f, f´}

- f(v,u) – f´(v,u)
= - (f(v,u) + f´(v,u))
= - (f + f´)(v,u)

2. περιορισµός της χωρητικότητας

(f+f´)(u,v)  =   f(u,v) + f´(u,v)
≤ f(u,v) + cf(u,v)
= f(u,v) + c(u,v) – f(u,v)
= c(u,v)
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Απόδειξη
3. διατήρηση της ροής

Για κάθε u∈ V – {s,t}

Άρα η f+f´ είναι µια ροή πάνω στο G. 

Επιπλέον, ισχύει
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∆ίκτυα Περίσσειας
• Ένα µονοπάτι p από την πηγή s στον προορισµό t στο δίκτυο 
περίσσειας  θα ονοµάζεται ένα επεκταµένο µονοπάτι ως προς τη ροή 
f.

• Παράδειγµα: Θεωρήστε την πιο κάτω ροή για το δίκτυο ∆:

s t

1/2

1/2

0/1

2/3

2/4

0/2

3/3

0/3



ΕΠΛ 232 – Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα 8-20

∆ίκτυα Περίσσειας
• Το δίκτυο περίσσειας  που επάγεται από τη ροή είναι:

• Άρα το µονοπάτι s→Γ→∆→ t είναι ένα επεκταµένο µονοπάτι ως προς 
τη  ροή.

• Με δεδοµένο ένα επεκταµένο µονοπάτι p ως προς τη ροή f, θα 
ορίσουµε µια ροή πάνω στο G µεγαλύτερης τιµής από την f κατά
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∆ίκτυα Περίσσειας
• Mε δεδοµένο ένα επεκταµένο µονοπάτι p, ορίζουµε την πιο κάτω 
συνάρτηση:

Λήµµα 8
Η  fp είναι µια ροή πάνω στο δίκτυο περίσσειας Gf µε τιµή | fp | = cf(p) >0.

Λήµµα 9
Η συνάρτηση  f´=f + fp είναι µια ροή πάνω στο δίκτυο G µε τιµή
|f´|=|f |+| fp |>|f |.

Απόδειξη, προφανής από τα δύο προηγούµενα λήµµατα.
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Θεώρηµα Μέγιστης Ροής
ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέγιστη ροή = ελάχιστη χωρητικότητα)
Έστω f µια ροή πάνω στο δίκτυο G. Tότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
1. H f είναι µια µέγιστη ροή πάνω στο G.
2. To δίκτυο περίσσειας  Gf δεν περιέχει επεκταµένα µονοπάτια.
3. |f | = c(S,T) για κάποια τοµή (S,T) του δικτύου G.

Απόδειξη:
• 1�2
Αν το δίκτυο περίσσειας περιέχει κάποιο επεκταµένο µονοπάτι τότε από το 
Λήµµα 9, η συνάρτηση f + fp είναι ροή πάνω στο G µε τιµή > |f |. Aντίφαση

• 2�3
Έστω ότι το δίκτυο  δεν περιέχει επεκταµένο µονοπάτι. Θέτουµε

S={v ∈ V | υπάρχει µονοπάτι από την s στον κόµβο v στο δίκτυο }
και Τ=V-S
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Θεώρηµα Μέγιστης Ροής
Η διαµέριση (S,T) είναι τοµή:
– s∈ S, εµφανές από τον ορισµό του S
– t∈ T, διαφορετικά θα υπήρχε κάποιο επεκταµένο µονοπάτι.
Για κάθε ζευγάρι κορυφών u∈ S, v∈ T, f(u,v)=c(u,v), διότι αλλοιώς 

οπότε (u,v)∈ Ef και v∈ S.

Άρα f(S,T) = c(S,T), και από το Λήµµα 5, |f | = f(S,T) και |f |=c(S,T) 
όπως χρειάζεται.

• (3)�(1)
Από το Λήµµα 6,
|f |≤ c(S,T) για κάθε τοµή (S,T). Aν ισχύει |f | = c(S,T) προφανώς η f
είναι µια µέγιστη ροή πάνω στο δίκτυο.

0>−= )v,u(f)v,u(c)v,u(c f
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Γενική Μεθοδολογία Ford-Fulkerson
for all (u,v)∈∈∈∈ E

f(u,v)=0;

f(v,u)=0,

while there exists path p in Gf
c = cf(p);

for all (u,v)∈∈∈∈ p
f(u,v) = f(u,v) + c

f(v,u) = - f(u,v)

• ∆ηλαδή:
1. δώσε αρχική τιµή 0 στη ροή f για κάθε ζευγάρι κορυφών.
2. όσο υπάρχει επεκταµένο µονοπάτι p στο δίκτυο, αύξησε τη ροή κατά 

cf (p) πάνω στο µονοπάτι p.
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Παράδειγµα
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Παράδειγµα
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Παράδειγµα
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∆εν υπάρχει άλλο επεκταµένο µονοπάτι.
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Χρόνος Εκτέλεσης της µεθοδολογίας
• Έστω ότι όλες οι χωρητικότητες είναι ακέραιοι, οπότε η τιµή της 

µέγιστης ροής f* είναι ακεραίος. 

• Τότε γίνονται το πολύ f*  επαναλήψεις (η ροή αυξάνεται τουλάχιστον 
κατά 1 σε κάθε επανάληψη) και
κάθε επανάληψη απαιτεί χρόνο Θ(|E|), υποθέτοντας ότι το επεκταµένο 
µονοπάτι αύξησης βρίσκεται µε αναζήτηση κατά βάθος ή κατά 
πλάτος.

• Άρα ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης είναι O(f*⋅|E|).

• Κακός: δεν είναι φραγµένος από συνάρτηση του µεγέθους του 
δικτύου.
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Αλγόριθµος Edmonds-Karp
• Εξιδείκευση της µεθοδολογίας Ford-Fulkerson όπου ένα επεκταµένο 

µονοπάτι βρίσκεται µε διερεύνηση κατά πλάτος, δηλαδή κάθε φορά 
επιλέγεται το βραχύτερο µονοπάτι µεταξύ των s και t.

• Έστω δ(v) = δf(s,v) η απόσταση από τον s στον v στο δένδρο που 
παράγεται κατά την αναζήτηση κατά πλάτος αρχίζοντας από τον s, στο 
δίκτυο περίσσειας  Gf.

• Κατά την εκτέλεση του αλγόριθµου Edmonds-Karp, κάθε καινούρια 
επέκταση της ροής οδηγεί σε ανανέωση του δ(v), έτσι έχουµε µια 
ακολουθία από τιµες δ(v), µια τιµή για κάθε επέκταση
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Αλγόριθµος Edmonds-Karp
Λήµµα 4:
Η ακολουθία των τιµών δ(v) αυξάνει µονοτονικά κατά την εκτέλεση του 
αλγόριθµου.

Απόδειξη
• Έστω ροή f η οποία σε κάποια φάση της εκτέλεσης του αλγόριθµου Edmonds-

Karp επεκτείνεται στη ροή f´.

• Έστω δ΄(v)= δf’(s,v). Θέλουµε να δείξουµε ότι δ΄(v)≥δ(v), για κάθε κόµβο v.

• Υποθέτουµε, για να φτάσουµε σε αντίφαση ότι δ΄(v) < δ(v) για κάποιο κόµβο 
v. Έστω ότι δ´(v) είναι το ελάχιστο µεταξύ όλων των δ΄(v´) για τα οποία 
δ΄(v´)<δ(v΄).

• Έστω το βραχύτερο µονοπάτι 
s � u → v
στο δίκτυο περίσσειας Gf .
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Αλγόριθµος Edmonds-Karp
• To µέρος s � u του µονοπατιού s � u→v πρέπει να αποτελεί 
βραχύτερο µονοπάτι από τον s στον u.

• Συνεπώς, δ´(v) = δ´(u) + 1,
δηλαδή, δ΄(u) < δ´(v). Aπό υπόθεση θα πρέπει να είναι δ(u) ≤ δ´(u).

• Θεωρούµε την ακµή (u,v) ∈ Ef’ .

• Ανήκει στο Ef ;

• Έστω ότι ανήκει, δηλαδή f(u,v)<c(u,v).

• Tότε
δ(v) ≤ δ(u) + 1

≤ δ´(u) + 1
= δ´(v)

• Aντίφαση!
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Αλγόριθµος Edmonds-Karp
• Συνεπώς, (u,v)∉ Ef , αλλά (u,v)∈ Ef’ .

πριν
την επέκταση

µετά

• Πρέπει να είναι (v,u) ∈ Ef .

• Επίσης πρέπει η (v,u) να ανήκει στο επεκταµένο µονοπάτι p του δικτύου
περίσσειας Gf (διαφορετικά, δεν θα µπορούσε να επάγει την ακµή (u,v) στο
δίκτυο περίσσειας Gf’).

s v     u              t

• Αφού το p είναι µονοπάτι σε δένδρο αναζήτησης κατά πλάτος,
δ(v) = δ(u) - 1

≤ δ´(u) -1
= δ´(v) - 1 - 1
< δ´(v)

u v
fG

'fG

Αντίφαση!
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Χρόνος Εκτέλεσης
ΘΕΩΡΗΜΑ
Ο αριθµός των επεκτάσεων ροής σε οποιαδήποτε εκτέλεση του 
αλγόριθµου Edmonds-Karp είναι O(|V|⋅|E|).

Απόδειξη
• Έστω ένα µονοπάτι επέκτασης p, ακµή (u,v) πάνω στο p τέτοια ώστε 

cf(p) = cf(u,v). Λέµε ότι η ακµή (u,v) είναι µια κρίσιµη ακµή.

• Παρατήρηση: µια κρίσιµη ακµή "εξαφανίζεται" από το δίκτυο 
περίσσειας µετά από την επέκταση της ροής.

• Την πρώτη φορά που η ακµή (u,v) γίνεται κρίσιµη, θα πρέπει να ισχύει
δ(v) = δ(u) + 1

αφού το µονοπάτι p είναι βραχύτερο µονοπάτι.

• Πως µπορεί η ακµή (u,v) να ξαναγίνει κρίσιµη;
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• Θα πρέπει να γίνει κρίσιµη εξαιτίας ροής πάνω στην ακµή (v,u) όταν η 
τελευταία βρεθεί πάνω σε ένα επεκταµένο µονοπάτι. Έστω δ´ η 
συνάρτηση απόστασης στο δίκτυο περίσσειας τη στιγµή που η (v,u) 
βρίσκεται πάνω σε ένα επεκταµένο µονοπάτι. Θα έχουµε

δ´(u)  = δ´(v) + 1             (αφού η (u,v)  βρίσκεται πάνω  σε 
ένα βραχύτερο µονοπάτι)

≥ δ(v) + 1
= δ(u) +1 + 1
= δ(u) + 2

• Αφού η δ(u) αυξάνεται τουλάχιστον κατά 2 κάθε φορά που η (u,v) 
γίνεται κρίσιµη, η δ(u) είναι µη αρνητική, µονοτονικά αύξουσα και < 
|V|, 
τότε
η ακµή (u,v) µπορεί να γίνει κρίσιµη το πολύ Ο(|V|) φορές.
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• Σε κάθε επέκταση τουλάχιστον µια ακµή γίνεται κρίσιµη και 
υπάρχουν |E| ακµές.

• Συνεπώς, ο αριθµός των επεκτάσεων ροής είναι Ο(|V|⋅|E|). Kάθε 
επέκταση στοιχίζει επιπλέον Ο(|E|) για µια αναζήτηση κατά πλάτος.

• Συνολικό κόστος: O(|V|⋅|E|²)


