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Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής επιµέρους θέµατα:

Τεχνικές Κατακερµατισµού

∆ιαχείριση Συγκρούσεων µε Αλυσίδωση

∆ιαχείριση Συγκρούσεων µε Ανοικτή ∆ιεύθυνση

∆ιπλός Κατακερµατισµός, ∆ιατεταγµένος Κατακερµατισµός

Επανακατακερµατισµός

Τεχνικές Κατακερµατισµού
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Τεχνικές Κατακερµατισµού – Hashing
• Έχουµε µελετήσει τη χρήση ισοζυγισµένων δυαδικών δένδρων για 

αποθήκευση δεδοµένων. Οι διαδικασίες find και insert έχουν χρόνο 
εκτέλεσης της τάξης Ο(       ).

• Έστω ότι θέλουµε να κατασκευάζουµε και να διατηρούµε σύνολα, 
στοιχεία των οποίων προέρχονται από ένα ‘σύµπαν’ (universe) U
σταθερού µεγέθους n:  U = {u1, …, un}

• Υπάρχει πιο αποδοτική µέθοδος από τη χρήση δυαδικών δένδρων;  

• Ναι, δεδοµένου ότι υπάρχει µια απλή διαδικασία η οποία για κάθε 
u∈U, υπολογίζει την τιµή i για την οποία u = ui. π.χ. χρησιµοποιώντας 
την ιδέα του BucketSort.

• Μεταξύ των απλούστερων τρόπων να απεικονίζουµε ένα σύνολο S ⊆
U είναι αυτός του διανύσµατος δυφίων, bit-vector.
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Bit vectors
• Ένα bit-vector είναι µονοδιάστατος πίνακας µε n bits, Bits[1..n], τέτοιος ώστε

Bits[i]  = 1, αν u  ∈ S
Bits[i]  = 0, αν u  ∉ S

• Για παράδειγµα αν U = {1,…,9}  τότε το σύνολο S = {1 , 3 , 7} αναπαρίσταται 
ως το bit-vector:  

Bits = [1,0,1,0,0,0,1,0,0]

• Ο χρόνος εύρεσης και εισαγωγής/διαγραφής στοιχείου µε αυτή την απεικόνιση 
είναι Ο(1).

• Πρόβληµα της στρατηγικής αυτής είναι:
σπατάλη µνήµης αν το N είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από τον αριθµό των στοιχείων 

που πρόκειται να βρίσκονται ανά πάσα στιγµή στον πίνακα.

• Λύση: ο κατακερµατισµός που είναι µια οικογένεια µεθόδων που αντιστοιχεί 
ένα κλειδί σε µία θέση ενός πίνακα (key-to-address transformation).
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Κατακερµατισµός – Κεντρική Ιδέα
• Πίνακας κατακερµατισµού (hash table) είναι µια δοµή δεδοµένων που 

υποστηρίζει τις διαδικασίες insert και find σε (σχεδόν) σταθερό χρόνο.

• Ένας πίνακας κατακερµατισµού χαρακτηρίζεται από
1. το µέγεθος του, hsize, και
2. κάποια συνάρτηση κατακερµατισµού h η οποία αντιστοιχεί κλειδιά στο 

σύνολο των ακεραίων [0,…, hsize –1].

• Tα δεδοµένα αποθηκεύονται στον πίνακα H[0,…, hsize –1]:
το κλειδί k αποθηκεύεται στον H στη θέση H[h(k)].

• Αποδοτικές διαδικασίες insert και find.

• ∆ηµιουργούνται δύο σηµαντικά ερωτήµατα:
1. ποια είναι καλή επιλογή για τη συνάρτηση h;
2. τι θα πρέπει να γίνεται αν h(k1) = h(k2) για δύο κλειδιά k1, k2, µε k1 ≠ k2;
(αυτό ονοµάζεται σύγκρουση και είναι πολύ πιθανό να συµβεί.)
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Παράδειγµα
• Έστω ότι τα δεδοµένα µας είναι ζεύγη (όνοµα, αρ. ταυτότητας) και  

hsize = 11. Χρησιµοποιούµε τον α.τ. ως κλειδί και θέτουµε  h((α, β)) = β 
mod 11.
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Επιλογή Συνάρτησης Κατακερµατισµού
• Ιδιότητες µιας καλής συνάρτησης κατακερµατισµού:

1. Θα πρέπει να χρησιµοποιεί ολόκληρο τον πίνακα [0… hsize –1].
2. Θα πρέπει να ΄σκορπίζει΄ οµοιόµορφα τα κλειδιά στον πίνακα Η.
3. Θα πρέπει να υπολογίζεται εύκολα.

• Συνήθως το µέγεθος του πίνακα hsize είναι πρώτος αριθµός. Η 
συνάρτηση h αρχικά αντιστοιχίζει το κλειδί σε κάποιο ακέραιο αριθµό 
a και στη συνέχεια παίρνει την τιµή  a mod hsize.

• Έστω ότι το κλειδί είναι αλυσίδα από 8 χαρακτήρες s[0…7]. ∆ύο 
παραδείγµατα συναρτήσεων κατακερµατισµού είναι:
1. το άθροισµα των κωδικών ASCII των χαρακτήρων.
2. s[0] + s[1]*128 + s[2]*1282+ … + s[7]*1287

• Ερώτηµα: Πως γίνεται η διαχείριση συγκρουόµενων κλειδιών; 

• Οι τεχνικές λύσεις διακρίνονται σε 2 κατηγορίες: µέθοδοι µε 
αλυσίδωση και µέθοδοι ανοικτής διεύθυνσης.
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∆ιαχείριση συγκρούσεων µε αλυσίδωση
• Αφού περισσότερα από ένα κλειδιά µπορούν να πάρουν την ίδια τιµή 

από τη συνάρτηση κατακερµατισµού, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 
κάθε θέση του πίνακα ‘δείχνει’ σε µια ευθύγραµµη απλά συνδεδεµένη 
λίστα.

• Για κάθε i, στη θέση Η[i] του πίνακα βρίσκουµε λίστα που περιέχει 
όλα τα κλειδιά που απεικονίζονται από τη συνάρτηση h στη θέση 
αυτή.

• Για να βρούµε κάποιο κλειδί k, πρέπει να ψάξουµε στη λίστα που 
δείχνεται στη θέση H[h(k)].

• Εισαγωγές και εξαγωγές στοιχείων µπορούν να γίνουν εύκολα µε 
βάση τις διαδικασίες συνδεδεµένων λιστών. 
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Παράδειγµα
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Aνάλυση της Τεχνικής Αλυσίδωσης
• Eισαγωγή στοιχείου απαιτεί χρόνο Ο(1).

• Εύρεση/διαγραφή κλειδιού k συνεπάγεται τη διέλευση της λίστας 
H[h(k)].

• Για να αναλύσουµε τον χρόνο εκτέλεσης των πιο πάνω διαδικασιών 
ορίζουµε τον συντελεστή φορτίου (load factor) λ του πίνακα H ως τον 
λόγο

λ = n/hsize
όπου n είναι ο αριθµός των στοιχείων που αποθηκεύει ο πίνακας.

• ∆ηλαδή, κατά µέσο όρο, κάθε λίστα του πίνακα έχει µήκος λ. Εποµένως 
ο αναµενόµενος χρόνος χειρίστης περίπτωσης εύρεσης στοιχείου είναι 
1+λ.

• Ιδανικά θα θέλαµε ο λόγος λ να έχει σταθερή τιµή (συνήθως κοντά στο 
1), ώστε οι διαδικασίες να εκτελούνται σε σταθερό χρόνο. Άρα πρέπει 
να διαλέγουµε το µέγεθος του πίνακα να είναι ανάλογο του αριθµού
των στοιχείων, n.
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∆ιαχείριση Συγκρούσεων µε ανοικτή διεύθυνση
• H αντιµετώπιση συγκρούσεων µε αλυσίδωση περιλαµβάνει επεξεργασία 

δεικτών και δυναµική χορήγηση µνήµης.

• Η στρατηγική ανοικτής διεύθυνσης επιτυγχάνει την αντιµετώπιση 
συγκρούσεων χωρίς τη χρήση δεικτών. Τα στοιχεία αποθηκεύονται 
κατ’ευθείαν στον πίνακα κατακερµατισµού ως εξής:

• Για να εισαγάγουµε το κλειδί k στον πίνακα:
1. υπολογίζουµε την τιµή i=h(k), και 
2. αν η θέση Η[i] είναι κενή τότε αποθηκεύουµε εκεί το k, 
3. διαφορετικά, δοκιµάζουµε τις θέσεις f(i), f(f(i)),…, για κάποια συνάρτηση f, 

µέχρις ότου βρεθεί κάποια κενή θέση όπου και τοποθετούµε το k.

• Για την αναζήτηση κάποιου κλειδιού k µέσα στον πίνακα:
1. υπολογίζουµε την τιµή i=h(k), και
2. κάνουµε διερεύνηση της ακολουθίας, i, f(i), f(f(i)),…, µέχρι, είτε να βρούµε το 

κλειδί, είτε να βρούµε  κενή θέση, είτε να περάσουµε από όλες τις θέσεις του 
πίνακα.
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Γραµµική Αναζήτηση ανοικτής διεύθυνσης
• Aν η συνάρτηση f είναι η 

f(x)= (x+1) mod hsize
δηλαδή η αναζήτηση κενής θέσης γίνεται σειριακά, τότε η αναζήτηση 
ονοµάζεται γραµµική (linear probing).

• Παράδειγµα: hsize = 11, εισαγωγή 23, 15, 96, 114, 49.

987654 103210
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Ανάλυση του Linear Probing
• Εφόσον ο πίνακας κατακερµατισµού δεν είναι γεµάτος, είναι πάντα 

δυνατό να εισάγουµε κάποιο καινούριο κλειδί.

• Αν οι γεµάτες θέσεις του πίνακα είναι µαζεµένες (clustered) τότε 
ακόµα και αν ο πίνακας είναι σχετικά άδειος, πιθανόν να χρειαστούν 
πολλές δοκιµές για εύρεση κενής θέσης (κατά την εκτέλεση 
διαδικασίας insert), ή για εύρεση στοιχείου.

• Αν λ = 0.5 (ο πίνακας είναι µισογεµάτος) και τα στοιχεία είναι 
σκορπισµένα οµοιόµορφα στον πίνακα, τότε
1. ο αναµενόµενος αριθµός βηµάτων για ανεπιτυχή διερεύνηση είναι 2.5, 

και
2. ο αναµενόµενος αριθµός βηµάτων για επιτυχή διερεύνηση είναι 1.5.

• Αν το λ πλησιάζει το 1, τότε οι πιο πάνω αναµενόµενοι αριθµοί 
βηµάτων αυξάνονται δραστικά.
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∆ευτεροβάθµια αναζήτηση ανοικτής διεύθυνσης
• Quadratic Probing.

• Στόχος: αποφυγή των µαζεµένων κλειδιών (clusters).

• Χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση
f(k,i) = (h(k) + c1 ⋅ i + c2 ⋅ i²) mod hsize

• Για την εισαγωγή κλειδιού k, πρώτα δοκιµάζουµε τη θέση 
– x = h(k) mod hsize,  
και αν είναι γεµάτη προχωρούµε στις θέσεις 
– (x + c1+ c2)mod hsize, (x + c1⋅2 + c2⋅4)mod hsize , (x + c1⋅3 + c2⋅9)mod 

hsize, και ούτω καθεξής.

• Μπορούµε να είµαστε σίγουροι ότι εισαγωγή στοιχείου είναι δυνατή
όταν ο πίνακας δεν είναι γεµάτος;

• Θεώρηµα: Αν το µέγεθος hsize είναι πρώτος αριθµός (>3) τότε 
οποιοδήποτε καινούριο κλειδί µπορεί να εισαχθεί στον πίνακα εφόσον 
ο πίνακας έχει λ≤ 0.5.
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Παράδειγµα
• Παράδειγµα: hsize = 11, εισαγωγή 23, 15, 96, 114, 49, µε c1=0, c2=1.

987654 103210
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Άλλες Τεχνικές Κατακερµατισµού
1. Αναζήτηση µε διπλό κατακερµατισµό ανοικτής διεύθυνσης 

(double hashing)

• Σε περίπτωση αρχικής αποτυχίας εισαγωγής/εύρεσης στοιχείου οι 
θέσεις που επιλέγουµε για να διερευνήσουµε στη συνέχεια (probe
sequence) είναι ανεξάρτητες από την πρώτη. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη 
χρήση µιας δεύτερης συνάρτησης κατακερµατισµού, h2, ως εξής:

f(x,0) = h1(x)
f(x,n) = (  h1(x)   +  n⋅ h2(x)  ) mod hsize
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Άλλες Τεχνικές Κατακερµατισµού
2. Αναζήτηση µε διατεταγµένο κατακερµατισµό ανοικτής διεύθυνσης 

(ordered hashing)

• H µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε οποιαδήποτε από τις άλλες 
τεχνικές µε στόχο την ελάττωση του χρόνου εκτέλεσης της διερεύνησης. Η 
βασική ιδέα είναι να εξασφαλίζεται ότι τα κλειδιά που συναντούµε κατά τη 
διερεύνηση µιας probing sequence είναι σε αύξουσα σειρά. Έτσι, αν 
συναντήσουµε κλειδί που είναι µεγαλύτερο από αυτό που ψάχνουµε, τότε 
συµπεραίνουµε πως δεν υπάρχει στον  πίνακα.

Μέθοδος υλοποίησης
• Μέθοδος υλοποίησης: κατά την εισαγωγή κλειδιού k σε ένα πίνακα, αν 

βρούµε κλειδί k΄> k, τότε εισάγουµε το k στη θέση του k΄ και αναλαµβάνουµε 
να εισάγουµε το k΄ βάσει της ακολουθίας θέσεων του k΄.

• Σαν αποτέλεσµα έχουµε βελτιωµένη διαδικασία ανεπιτυχούς αναζήτησης.
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Επανακατακερµατισµός (rehashing)
• Αν ο hash πίνακας αρχίσει να γεµίζει, παρατηρείται µεγάλος αριθµός 

συγκρούσεων (thrashing) µε αποτέλεσµα τη µειωµένη επίδοση.

• Σε τέτοιες περιπτώσεις, όταν η τιµή λ υπερβεί κάποιο όριο, πολλές 
υλοποιήσεις hash-πινάκων, αυτόµατα εφαρµόζουν 
επανακατακερµατισµό.

• Επανακατακερµατισµός (rehashing)
– ∆ηµιούργησε ένα καινούριο πίνακα µεγαλύτερου µεγέθους.
– Εισήγαγε όλα τα στοιχεία του παλιού πίνακα στον καινούριο.
– Επέστρεψε τη µνήµη του παλιού πίνακα.

• Ακριβή διαδικασία, αλλά καλείται σπάνια.
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Μερικά Σχόλια
• Στην περίπτωση του κατακερµατισµού ανοικτής διεύθυνσης πρέπει να 

είµαστε προσεκτικοί µε τις εξαγωγές στοιχείων
1. µια θέση από την οποία έχει αφαιρεθεί στοιχείο δεν µπορεί να θεωρηθεί 

ως άδεια (γιατί;)
2. έτσι µαρκάρουµε τη θέση ως deleted, και
3. κατά τη διαδικασία find, αγνοούµε θέσεις deleted, και προχωρούµε 

µέχρις ότου είτε να βρούµε το κλειδί που ψάχνουµε, είτε να βρούµε 
(πραγµατικά) µια άδεια θέση είτε να σαρώσουµε ολόκληρο τον πίνακα).

• Πολλές Εφαρµογές
– Σε µεταγλωττιστές, πίνακες κατακερµατισµού που ονοµάζονται Symbol

Tables αποθηκεύουν πληροφορίες για όλες τις µεταβλητές.
– ∆ιερεύνηση γράφων που δεν είναι εξ’αρχής γνωστοί.
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Πρόβληµα: Web Search
• Έστω ότι θέλουµε να βρούµε όλες τις σελίδες (web-pages) που είναι 

– προσιτές από τη σελίδα www.cs.ucy.ac.cy µέσω links που βρίσκονται σ’αυτό το 
domain, και

– περιέχουν τη λέξη-κλειδί αλγόριθµος.

• Μπορούµε να θεωρήσουµε το διαδίκτυο ως ένα γράφο του οποίου
– κόµβοι είναι οι διάφορες σελίδες, και
– ακµή µεταξύ δύο κόµβων υπάρχει αν η µια από τις δύο σελίδες περιέχει link στην 

άλλη.

• Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κατά-βάθος διερεύνηση (DFS) για να 
βρούµε όλες τις σελίδες οι οποίες είναι προσιτές από την www.cs.ucy.ac.cy

• Πως µπορούµε να διατηρήσουµε το σύνολο visited που περιέχει το σύνολο 
των σελίδων που έχουµε ήδη επισκεφθεί; ∆εν γνωρίζουµε το γράφο (π.χ. το 
σύνολο των κόµβων) από την αρχή.

• Λύση: χρησιµοποιούµε πίνακα κατακερµατισµού.
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Ψευδοκώδικας λύσης
DFS(www.cs.ucy.ac.cy);

DFS(url page){

hashtable H (hsize);

if page contains(‘αλγόριθµος’)
output page;

H.insert(page);
for all links npage in page

if H.find(npage) == false
DFS(npage)

}


