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Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής επιµέρους θέµατα:

Ο αλγόριθµος του Prim και ο αλγόριθµος του Kruskal για εύρεση

Ελάχιστων Γεννητορικών ∆ένδρων

Ελάχιστα Γεννητορικά ∆ένδρα
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Ελάχιστα Γεννητορικά ∆ένδρα  (ΕΓ∆)
• Έστω ένας µη κατευθυνόµενος γράφος µε βάρη, G.  Γεννητορικό

δένδρο (spanning tree, Γ∆) του G ονοµάζουµε κάθε δένδρο T που 
περιέχει όλους τους κόµβους του G και κάθε ακµή του οποίου είναι 
και ακµή του G.

• Με άλλα λόγια το Τ ορίζει κάποιο υποσύνολο των ακµών του G το 
οποίο 
1. εξακολουθεί να κρατά τον γράφο συνεκτικό, και
2. δεν περιέχει κύκλο.

• Παρατήρηση: αφαίρεση ακµής από ένα Γ∆ έχει σαν αποτέλεσµα τη 
µετατροπή του γράφου σε µη-συνεκτικό γράφο.

• Το βάρος ενός Γ∆ είναι το άθροισµα των βαρών όλων των ακµών 
του.

• Ελάχιστο Γ∆ (ΕΓ∆)  είναι το Γ∆ µε το µικρότερο βάρος. Ένας γράφος 
δυνατό να έχει περισσότερα από ένα ΕΓ∆.
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Παραδείγµατα ΕΓ∆
Γράφος G Γ∆1
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Ιδιότητες ΕΓ∆
• Όλες οι κορυφές ‘καλύπτονται’, γι’αυτό το δένδρο ονοµάζεται και 

δένδρο σκελετός (spanning tree).

• Ένα γεννητορικό δένδρο γράφου µε n κορυφές έχει n-1 ακµές.

• Ορισµός: Έστω γράφος G=(V,E), και U υποσύνολο του V.  Τότε 
ονοµάζουµε γέφυρα του U, το σύνολο των ακµών που συνδέουν 
κορυφές του U µε κορυφές του V-U.

Γ

U V-U
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Ιδιότητες ΕΓ∆
• Αν Γ είναι µια γέφυρα οποιουδήποτε υποσυνόλου των κορυφών ενός 

γράφου, τότε κάθε Γ∆ θα περιέχει τουλάχιστον µια ακµή από τη Γ.

• Γνωστό και βαθιά µελετηµένο πρόβληµα στην επεξεργασία γράφων 
είναι η εύρεση ΕΓ∆. Έχει ποικίλες εφαρµογές.

• Κύρια ιδέα: αφαιρούµε όσες ακµές µπορούµε, ελαχιστοποιώντας το 
συνολικό βάρος και διατηρώντας τη συνεκτικότητα. 
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Ο αλγόριθµός του Prim
• Αρχικά το δένδρο περιέχει ακριβώς µία κορυφή, η οποία επιλέγεται 

τυχαία. 

• Για να κτίσουµε το δένδρο, σε κάθε βήµα συνδέουµε ακόµα µια 
κορυφή στο παρόν δένδρο µε την επιλογή και εισαγωγή µιας 
καινούριας ακµής (από τις ακµές του γράφου).

• Πως µπορούµε να επιλέξουµε την κατάλληλη ακµή; 

• Στην περίπτωση αυτού του αλγόριθµου, αν S είναι το σύνολο των 
κορυφών του παρόντος δένδρου, επιλέγουµε

την ακµή µε το µικρότερο βάρος από τις ακµές που ανήκουν στη 
γέφυρα του S.
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
Γράφος G

1: Α Β : 7, ∆ : 9

2: Α ∆ : 9
Β Γ : 5, Ε : 1, Ζ : 2 

3: Α ∆ : 9
Β Γ : 5, Ζ : 2 
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Παράδειγµα Εκτέλεσης (συν.)
4: Β Γ : 5, Ζ : 2 

Ε Ζ : 2 
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Ζ Γ : 6
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Η Υλοποίηση
• ∆ιατηρούµε τον πίνακα S όπου για κάθε κορυφή u, S[u]=0 σηµαίνει ότι η 

u δεν ανήκει µέχρι στιγµής στο δένδρο και S[u]=1 ότι ανήκει, και...

• ∆ύο πίνακες, P και C για κάθε κορυφή u που δεν βρίσκεται ήδη στο 
δένδρο όπου

– στη θέση P[u] φυλάγουµε την κορυφή του δένδρου που βρίσκεται πιο κοντά 
στην u, και

– στη θέση C[u] φυλάγουµε το βάρος της ακµής (u, P[u]), το οποίο 
συµβολίζουµε ως d(u, P[u]).

• ∆ιαλέγουµε την επόµενη ακµή του δένδρου βρίσκοντας το µικρότερο 
C[u] από τις κορυφές u που δεν βρίσκονται στο  δένδρο ως εξής:

minVertex(int S[], int C[]){

επίστρεψε την κορυφή j για την οποία S[j] = 0 

και για κάθε κορυφή k, 

if S[k]=0 then C[j] <= C[k]

}
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Η Υλοποίηση
• Με την επιλογή της ακµής (u,v), προσθέτουµε την ακµή και την 

κορυφή u στο  δένδρο.

• Με κάθε εισαγωγή κόµβου u στο δένδρο οι πίνακες C και P πιθανό να 
χρειαστούν αλλαγές:

για κάθε w γείτονα του u
if (d(u,w) < C[w])
P[w] = u; C[w] = d(u,w);
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Η Yλοποίηση
Prim(graph G){

int C[n]=∞, P[n];
int S[n]=0;

διάλεξε τυχαία κορυφή v;
S[v] = 1;
Tree = {};

for (i=1; i<|V|; i++){
για κάθε w γείτονα του v

if (d(v,w) < C[w])
P[w] = v; C[w] = d(v,w);

v = minVertex (S, C);
S[v]=1;
Tree = Tree ∪ {(P[v],v)}; 

}
}
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Ανάλυση Χρόνου Εκτέλεσης 
• Η διαδικασία minVertex µπορεί να υλοποιηθεί χρησιµοποιώντας 

ακριβώς ένα while-loop: απαιτεί χρόνο Ο(|V|), όπου |V| είναι ο 
αριθµός των κορυφών του γράφου.

• Ο χρόνος εκτέλεσης του βρόχου της εντολής for της διαδικασίας 
είναι Ο(|V|). (Και για υλοποίηση µε πίνακα γειτνίασης και για 
υλοποίηση µε λίστα γειτνίασης.) 

• Άρα ο ολικός χρόνος εκτέλεσης είναι Θ(|V|²).

• Μπορούµε να βελτιώσουµε τον αλγόριθµο; 
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Υλοποίηση µε Σωρούς
• Θεωρούµε υλοποίηση γράφου µε λίστα γειτνίασης.

• Οι πίνακες C και P µπορεί να αντικατασταθούν από ένα σωρό που 
περιέχει στοιχεία της µορφής (d, u, v), όπου d είναι το βάρος της ακµής 
(u,v).

• Κάθε φορά που προστίθεται µια καινούρια κορυφή στο δένδρο, 
προσθέτουµε στον σωρό πληροφορία για κάθε γειτονική της ακµή, η 
οποία συγκρατεί το βάρος της ακµής. Άρα ο σωρός θα κρατά 
περισσότερες από µια πληροφορία για κάθε κορυφή.

• Ο σωρός θα πρέπει να έχει µήκος      .

• Η επιλογή καινούριας ακµής θα γίνεται µε τη διαδικασία σωρών
DeleteMin. Αφού όµως υπάρχουν περισσότερες από µια πληροφορίες
για κάθε ακµή, και αφού η DeleteMin αφαιρεί µόνο την πληροφορία
που αντιστοιχεί στην ακµή µε το µικρότερο βάρος, θα πρέπει να
είµαστε προσεκτικοί ούτως ώστε να µην προσθέτουµε ακµές µεταξύ
κορυφών που ήδη γνωρίζουµε.
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Υλοποίηση µε Σωρούς
Prim2(graph G){

int S[n]=0;

ΜakeEmptyHeap(H);

διάλεξε τυχαία κορυφή v;
S[v] = 1;
Tree = {};

for (i=1; i<|V|; i++)
για κάθε w γείτονα του v

Insert((d(w,v),w,v), H);

(d,v,u) = DeleteMin(H);

while (S[v] == 1)
(d,v,u) = DeleteMin(H);

S[v]=1;
Tree = Tree ∪ {(u,v)}; 

}

Αν |E| = αριθµός των ακµών του G,

ο χρόνος εκτέλεσης των Ιnsert και 

minVertex είναι log |E|.

O ολικός χρόνος εκτέλεσης είναι 

Ο(|Ε|⋅log |E|).
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Ορθότητα του Αλγόριθµου
• Είναι εύκολο να δούµε ότι ο αλγόριθµος επιστρέφει ένα Γ∆.

• Είναι λιγότερο εύκολο να αποφασίσουµε κατά πόσο το  δένδρο που 
επιστρέφεται είναι ΕΓ∆.

Απόδειξη µε αντίφαση:
• Έστω ότι το  δένδρο δεν είναι ΕΓ∆.

• Έστω ότι ο αλγόριθµος προσθέτει τις ακµές στο  δένδρο µε τη σειρά e1, 
e2, …, en. ∆ιαλέγουµε την πρώτη ακµή στην ακολουθία, f = ej, για την 
οποία η ακολουθία e1,…, ej δεν είναι µέρος κανενός ΕΓ∆ του γράφου.

• Έστω S το σύνολο των κορυφών που βρίσκονται στις j-1 πρώτες ακµές. 
Τότε η f είναι η ακµή µε το µικρότερο βάρος από τις ακµές στη γέφυρα 
του S.

• Έστω ότι Τ είναι ΕΓ∆ που περιέχει τις j-1 πρώτες ακµές.  To T πρέπει 
να περιέχει τουλάχιστον µια ακµή e από τη γέφυρα του S.
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Ορθότητα του Αλγόριθµου
• Το Τ έχει τη µορφή:

• Έστω Τ΄ ο γράφος (δένδρο;) που λαµβάνεται από το Τ µε αντικατάσταση της 
ακµής e µε την ακµή f:

• Το Τ΄ είναι Γ∆ και αφού το Τ είναι ΕΓ∆ τότε και το Τ΄ είναι ΕΓ∆.

• Αυτό δίνει αντίφαση στην υπόθεση µας ότι οι πρώτες j ακµές δεν περιέχονται 
σε κανένα ΕΓ∆. Εποµένως ο αλγόριθµος είναι ορθός.

e
S V-S

S V-S

f
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Ο αλγόριθµος του Kruskal
• Ακόµα ένας αλγόριθµος που υπολογίζει ΕΓ∆.

• Ενώ ο αλγόριθµος του Prim επεξεργάζεται µια-µια τις κορυφές, ο 
αλγόριθµος του Kruskal επεξεργάζεται µια-µια τις ακµές του γράφου.

• Επίσης, ενώ σε κάθε βήµα του αλγόριθµου του Prim οι επιλεγµένες 
ακµές σχηµατίζουν ένα  δένδρο, στην περίπτωση του αλγόριθµου 
Kruskal, σχηµατίζουν ένα δάσος (ένα σύνολο από δένδρα).

• Κεντρική ιδέα.
– Αρχικά το Τ είναι άδειο.
– επεξεργαζόµαστε µια-µια τις ακµές, σε αύξουσα σειρά βάρους:
– αν η ακµή e έχει το ελάχιστο βάρος από αυτές που δεν έχουµε µέχρι 

στιγµής επεξεργασθεί, ελέγχουµε αν η εισαγωγή της e στο Τ δεν προκαλεί 
κύκλο. Αν η απάντηση είναι θετική, προσθέτουµε την e στο Τ, δηλ. Τ := Τ 
∪ {e}.
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
Γράφος G

Αρχική Κατάσταση

Μετά από επιλογή της πρώτης ακµής (Β,Ε)
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
Μετά από επιλογή της δεύτερης ακµής (∆,Ε)

Μετά από επιλογή της τρίτης ακµής (Β,Ζ)
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
Μετά από επιλογή της τέταρτης ακµής (Β,Γ)

Μετά από επιλογή της πέµπτης ακµής (Α,Β)
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Μερικά Σχόλια
• Η ορθότητα του αλγόριθµου µπορεί να αποδειχθεί όπως και στην 

περίπτωση του αλγόριθµου του Prim.

• To σύνολο των ακµών µπορεί να διατηρηθεί ως µία σωρός.

• Για να ελέγξουµε αν µια ακµή µπορεί να προστεθεί, διατηρούµε ένα
partition Π όλων των κορυφών:

– ∆υο κορυφές βρίσκονται στο ίδιο υποσύνολο του Π αν υπάρχει µονοπάτι 
µεταξύ τους.

– Αρχικά κάθε υποσύνολο του Π περιέχει ακριβώς µια κορυφή.

– Στη συνέχεια, µια ακµή (u,v) µπορεί να προστεθεί αν οι κορυφές u και v
βρίσκονται σε διαφορετικά υποσύνολα του Π. Με την προσθήκη µιας 
ακµής (u,v), υποσύνολα του Π που περιέχουν τις κορυφές u και v, 
ενώνονται.
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O αλγόριθµος Kruskal – ψευδοκώδικας
kruskal (graph G){

buildHeap(Η); (που περιέχει όλες τις ακµές του G)

partition A = {{v1},{v2},…,{vn}};
i = 1; 
while (i < n){

(u,v) = DeleteMin(H);
U = find(A,u);
V = find(A,v);
if (U!=V)

T = T∪{(u,v)};
union(A, U, V); 
i++;

}

• Η διαδικασία find(A,u) βρίσκει και επιστρέφει το υποσύνολο του Α που 
περιέχει το στοιχείο u και η διαδικασία  union(A,U,V) επιστρέφει το 
σύνολο Α΄ = Α – {U,V} ∪{ U∪V}.

Χρόνος Εκτέλεσης:


