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i� s� %& G 'H

ii� s� %& s� � E

iii� s� %& E �G

iv� s� %& F � s�

v� s� %& J � I

vi� s� %& L � s�

vii� s� %& L � J

viii� s� %& s� �K

�* +��,-�'# �����	�.����� ���/�����")

i� m� %& s� � s�

ii� m� %& E � I

iii� m� %& F �K

iv� m� %& s� � s�

v� m� %& s� � s�

vi� m� %& s� � L

vii� m� %& H � s�

�	 +��,-�'# �����	�.�����)

i� t� %& m� 'm�

ii� t� %& t� 'm�

�/ 0,���1 #��'��#2# '�� ,%�/�)

i� A %& m� 'm�

ii� B %& t� 'm� 'm�

iii� C %& t� �m�

iv� D %& t� 'm�
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)
*��$�� ��� � 
�
������" 
���" ��	
� ���
�
�� ����" + �#�
��, ���$�� ��� �i�
A & E � I ' F �K, �ii� B & E � J ' F � L, �iii� C & G � I 'H �K, �
� �iv�
D & G � J 'H � L�

����� ������ ��	

A � m� �m�

� E � I � F �K �


�	

B � t� �m� �m�

� m� �m� �m� �m�

� s� � s� � E � I � s� � s� � s� �L

� �s� � E� � �L� s�� � E � I � �G�H� � �J � I� � �F � s�� � L

� �G�H � E� � �L� J � I� � E � I � �G�H� � �J � I� � �F � �s� � E�� � L

� �G�H � E� � �L� J � I� � E � I � �G�H� � �J � I� � �F �G �H � E�� �L

� G � L�G � J �G � I �H � L�H � J �H � I � E �L� E � J � E � I � E � I

�G � J � G � I �H � J �H � I � F � L� G � L�H � L� E � L

� E � J � F � L �


�	

C � t� �m�

� t� �m� �m�

� m� �m� �m� �m�

� s� � s� � E � I � s� � s� �H � s�

� �s� � E� � �L� s�� � E � I � �E � G� � �L� J��H � �s� �K�

� �G�H � E� � �L� �J � I�� � E � I � �E �G� � �L� J��H � �L� s� �K�

� �G�H � E� � �L� J � I� � E � I � �E � G� � �L� J��H � �L� �J � I��K�

� G �L� G � J �G � I �H � L�H � J �H � I � E � L� E � J � E � I � E � I

�E � L� E � J � G � L�G � J �H �L�H � J �H � I �H �K

� G � I �H �K �


�	

D � t� �m�

� t� �m� �m�

� m� �m� �m� �m�

� s� � s� � E � I � s� � s� � s� � s�

� �s� � E� � �L� s�� � E � I � �E � G� � �L� J� � �G�H� � �J � I�

� ��G�H�� E� � �L� �J � I�� � E � I � �E � G� � �L� J� � �G�H� � �J � I�

� G �L�G � J �G � I �H � L�H � J �H � I � E �L� E � J � E � I � E � I

�E � L� E � J �G � L�G � J �G � J �G � I �H � J �H � I

� G � J �H �L �
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(�) .	
����� �#	 ����������#�
 ��� 
�
������� (�" ��	���#�# ��� n)�

����� 3'�4 T(n) � ��������
���� ��� ��	���
���� 5 ��	
��
��� -��'������#�
#��" ���/������(� �����	�'��(� '�� *&�� �* 	�� �� #��" 	����,�� m� ,4� ���
m� ���"�4� �# /��'�"'#�� n

- �
n
- ��� /#���,��# ���'
,'#�� ���"�4� �# /��'�"'#��

n
- �

n
- 1 
��� � �"
# ��
'
#'� �����#� /(n�) ���'
,'#�� *�
�4�$� �#	#
$�� 3�'�1

���*"����# ��� ���/�����& #%�'4'�

T(n) & 0T
�
n

-

�
'/(n�) �

� ����� �����.#��� �# ��� ���/�����& #%�'4'� 	�� ��� ��	
��
�� ��� Strassen ���
,-#� #���,�4� ��� �/�� �('� T(n) & /(nlg� �) & /(n����)�

-�

�	
 ���
�	!" �����	��� ��� ���
��#��	 �
� �
���� n ��	
� !	
 �����	��� �#"
��� �"

P (x� y) &
X

	�i�j�n j i
j�n

�ijx
iyj �

1��� �� ��	������!" �ij, ���� 2 � i� j � n �
� i' j & n, ��	
� 
�!�
����
3
��������� �
����#�� 
�
������ 
�����#�#" ��� �����	���� P (x� y) ��� 
��
��
���� �#���� (x	� y	)� (*#�
��, � 
�
������" �
" �
 �����
���� �#	 ���� P (x	� y	)�)
4 
�
������" �
" ��!��� 	
 ��#��������� /(n) 
����#���!" ���$��" (�#�
��, ����
��!���", ����
��
��
����" � ��
��!���") ��# ��������# ��������#�

����� ������� y � rx� ����� ���������� ��	

P �x� y� �
X

	�i�j�n ji
j�n

�ijx
i�rx�j

�
X

	�i�j�n ji
j�n

�ijx
i
jrj

�
X

	�j�n

��n�j
�jx
nrj

� xn
�
X

	�j�n

��n�j
�jr
j �

� ��������� �
����� ���	���	 �� ��������� ���� �������� �
P

	�j�n ��n�j
�jr
j � �� �����

������ �� ����	��!�� �� ��� ��"��	!�� ��� Horner� ���	� ������������ ��� �# � ��"��	!��$

� %����"	�� ��� �	� r	 �
y	
x	

�

� %����"	�� ��� �	� xn
	 &����	����	����� '	�'��	
�(� �����"
�	���(�)�

� *���	�������� ��� ��"��	!�� Horner "	� ��� ��������� ��� ����
�(���P
	�j�n ��n�j
�jr

j ��� ������ r � r	�

� +������������ �� ���������� ��� ���������� ��� ��� �	� xn
	 �
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���� � �������
����� ��� ��"���!��� Horner ����	 ��n�� - ��	!��� �
� �����"
�	����

����	 ��lgn� &
�	 
�!� �����"
�	���� ����	 ���� ���������	�����)� ��� � �������
����� �
�

�������
� �����
� ����	 ����� �����	 ��	 � �������
����� ��� ��"���!��� ����	 ��n��

5�

6� !	
 ��

�	���� �������� �� n ��

�	����!	��" 
��#�!", ���� ��

�	�����	�"
��!��� 	
 ���������� -2 
����" �� ��
 ����	
, 	
 ��
������ �� �����
�� �2 ����

�
� ���� 	
 ��!$�� 5 ����
� 7� ��!��� ��	
� 	
 ��!�	���� ���" ��

�	�����	��"
��
������ ��� �	
 �� ��	 
������� �
	�	
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���
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6 ��'��� ����#� �� -��'������#���� ��
 ,�� �
�� /��	4��.
�#�� ��"
�"'� '��	�&�

*#�
��, ��#	 
��� !	
" ��

�	�����	�" ������� ���" -2 
����", �

�	�� 
�� �#	
����	
 �
� 
������ �#	 ���#�
��
� ����" � �����" ��

�	�����	�" �
�� 
�� �#	
����	
, !	
" �������" ��

�	�����	�" $���	� 	
 ������� ���" -2 
����"� ����" �
�������" �
�� 
�� �#	 ����	
 �
� 
������ �#	 ���#�
��
, !	
" �����" ��

�	�����	�"

������ �#	 ������#�#, ������
8��� ��

�	�����	�" i, �� � � i � n, !��� !	
 ����������	� ���	� ������#�#" si,
!	
 ����������	� ���	� ���#�
��
" bi �
� !	
 ����������	� ���	� ���$��
��" ri�
�	
 ���	����
�
��
 ������������ �# ����� �
� �# ���	��� ���
�� ����	#�#" ��	
��

�	����!	�	� 4������� ��	 ���	� ���������#" �	�" ���	���

����
��" �"
��	 ��������� ���	� ���	 ����� ���� �� ��

�	�����	�� �
 !���	 ��������� �
� �

���
 ��!�# ��� ��������, ����!��	�
" ��� ���� ��

�	�����	�" �
 �
�
	���� ���"
���������!	��" ���	��" ������#�#", ���#�
��
" �
� ���$��
��"�
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������
��� !	
 ���#��� 
�
������ 
�
 ��	 �����
���� �	�" ���	���
�

����
��" �� ��	 �������� ��	
�� ���	� ���������#"�

����� +�������(�� ��	 � 
��(����� ��
� �
� �!����� ���� �	���� ����	���	 �� �����
��� ����	 ���#������� ��� �����'	�"��������� &.���� � ������ '�� ����	 ���� �� �!��	/
���

Pn
i�� si �
� ����
� 
��(������ �
� �!������) .��( !������ �� ����	�����	 �����

��� ����� ���
� �
���� ����	 ���	���"	
� �� !������ � ���������� �!��� � ��� !� ����/
����� "	� ��'������ 
�	 ���#	�� �� ���	 �� ����	��� '����� �!��	��� ������ ��'�������

�	 ������ ���#������ bi � ri� ���� � � i � n� � ���	
 ��� ����� ���� !� ����	 �
���� "	� ��� ������� ��"��	!�� ���$

*����'������"�(�� ���� �!����� 
��� �� �(#�� �!��	��� ������ ��'�������

�	 ������ ���#������ bi � fi� ���� � � i � n�

(�)
9�#������������ !	
 �������#�
 
	�
��

�" 
�
 	
 
�����$��� ��� � 
�
�����
��" �
" �����
���� ���
�
�� !	
 ���	����
�
��
 �� ��	 �������� ��	
��
���	� ���������#"�

���
 O �� �����'	�"����� ��� 
����
�����	 � �������� ��"��	!���� 
�	 B �� ����	/
��� �����'	�"����� &��� 
����
�����	 � ����	���� ��"��	!���)� %��!������ ��	 ��
�����'	�"������� O 
�	 B ����	 '	������	
� &����	��� �� O ����	 ����	��� 
�	 ������
����	���	)� �����	 ��	 ������	 ��("�� �!����� i 
�	 j ����	
� ���� � j #�
	�� ��	� ���

:



��� i ��� �����'	�"�����O� ��� � i #�
	�� ��	� ��� ��� j ��� �����'	�"�����B� *
���
����� ��� "��	
������� �����(�� �� ���!������ ��	 �	 �!����� i 
�	 j ����	 '	�'��	
��
��� �����'	�"����� �� &.� ��� �� ��("� '	�'��	
�� �!����� ��� �����'	�"����� O

����� ��� �'	� ��	�� 
�	 ��� �����'	�"����� B� ���� �� �����'	�"������� O 
�	 B !�
 ��� �� �'	� 
�	 �� �����'	�"����� O !�  ��� ����	����) .�� ��� ��	��� ��� ��� ����
��"���!���� ������ ��	 bj � rj � bi � ri� ���
 Si 
�	 Sj �	 �����	 �����
��� ���

��(������ �
� �!����� i 
�	 j� �������	��� "	� �� �����'	�"����� B� ���
 Pi 
�	
Pj �	 �����	 �����
��� &���� ��� ��� ��'������ 
�	 �� ���#	��) �
� �!����� i 
�	 j�
�������	��� "	� �� �����'	�"����� B� +�������� Pi � Si� bi� ri 
�	 Pj � Sj � bj �rj �

.������������ ���� �!����� i 
�	 j ��� �����'	�"����� B�

���
 B �� �����'	�"����� ��� ���
(���	� +�������(�� ��	 �	 �����	 �����
��� ��
�
�
� �!����� ���� �
� i 
�	 j ���������� �	 �'	�	 ��� �����'	�"����� B ��
�  ���
��� �����'	�"����� B� 0�����
�� ��� ��'	������� ���� �	 ���	 �����	 �����
��� �
�
�!����� i 
�	 j� ���
 P i 
�	 P j �	 �����	 �����
��� &���� ��� ��� ��'������ 
�	 ��
���#	��) �
� �!����� i 
�	 j� �������	��� "	� �� �����'	�"����� B� .�� ��� 
����
�� 
���� Pi � Sj � bi � ri 
�	 Pj � Si � bj � rj �

+�������� � ������ �����
��� &���� ��� ��� ��'������ 
�	 �� ���#	��) ��� �!��� j

��	�����	 ��� �����'	�"����� B� ��� � ������ �����
��� &���� ��� ��� ��'������ 
�	

�� ���#	��) ��� �!��� i ��#�����	� ���	� ���	�����	 ���� �� �#�������� ��� ���'����

��� ���� ������ �����
��� ��� �!��� i ���� ����� ���
� �
��� ��� �����'	�"���/

����� B� +�������� P i � Sj � bi � ri � Sj � bj � rj � Pj � �����	 ��	 � ������

���
� �
��� ��� �����'	�"�������� B '�� ����	 ��"��(����� ��� ��� ����� ���
� �
/

��� ��� �����'	�"�������� B� .��( �� �����'	�"����� B  ��� ����	���� �����	 ��	 
�	

�� �����'	�"����� B ����	 ����	���� .��( �� ���	
� �����'	�"����� B ���������	 �� ��

������� �����'	�"����� O� �����	 ��	 �� ������� �����'	�"����� O ����	 ����	����

(
) 3��� ��	
� # ����������#�
 ��� 
�
������� �
" (�" ��	���#�# ��� n);

� �������
����� ��� ��"��	!��� 
��	�������	 ��� ��� ��#	������ �
� �!��	����
�

����
� ��'������� 
�	 ����
� ���#������ bi� ri �
� �!������ ���� � � i � n� 
�	 ����	

��n lgn��
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