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7� ���� �!>�� ������ ���� ; ��(;��)�# &�=���; );� �"�;(��&��� &����� );� �"���>#��

7�������� ���!�� �� ����� !) ������ ���� �� �"(����); �"���># ��! ��)��������

,� ����6�>��� ; �"���># )�� )������� ��(�.� 11� 12� 21 �� 22 ���� &�� ������� )�

����� �������� �� �������"�� A1 �� �� >��l�"��

A1 = {11, 12, 21, 22} .

?� ���� ����6��>��)�� �� (���#��"�� )� ������ )�� ��)����� );� 0���6��� )� ������

)�� �;����� ��!� �����"� �� )� ������ )�� 6�)#)�� )�" ��(�>����" )�>.��"�

3� ������ ������� �� ���&5�"� ����6#��)� )��� ��)���&���� �"�������A����&���

��(�.�� �"�A!��� # ��!�; �� ����� �"�!���� 3� ��)������� ��" �"�������A����)�

�� &�� ������ ������)� )� �����	� # ���� )�" �"�!��"� 3� ��(;��)�� ���A��� ∈ ��
�∈ �"�A���k�"� );� 6!);)� �&��"� �� �; �&��"�� ��)��)�5�� �� &�� �������∗ J)��

>��=�"�� !) 3 ∈ T �� 31 �∈ T � ���)�)�� )� �)�5��� ��" ���)����� &�� ������

��&�� �� ���� ��)��� )�"� 6�=���)��� 0���!�(�)�� )� ������ ��&�� �� ���k�)� ��

)�!�� )������ ��=# �� ���A#� .�)� >� ����6#��)� ��)������� �� ���� 6"��)! 5����

6�)�>�! �� �����"�� �� ��#�� �)� ������ # !5� ,����� >� �"(����)� ������ A ��

�"(����)� �)�5��� x� (� �"�A���� ���A.� &�� ��! )� ��!��"(� 6��r x ∈ A # x �∈ A�

3��); �����)��; 6�� "���5��

3� ������ ���� ��) )� 6�=���)�! ��! )� �)�5��� )�"� J)�� ������ �� &�� �!��

�)�5��� &5� 6�=���)�# =��; ��! )� ��)������� �")!� s)�� &�� ������ &5� &�� �!��

�)�5���� �")! (� �&>�)� �����	���� �� &5� 6�� (� �&>�)� ���	���� ������

3� ������ ������� �� �����)�(��� �� ������� 6�=���)���� )�!��"�� J���

)�!��� ���� ; �"�);��)�# ��)�>��=# !��� )�� �)�5���� )�" �&�� �� �>��)��� !���

��6��� �� �� ����� J)�� >� ����6�>��� )� ������

B = {3, 11, 22, 27, 199, 3112227199}

���&5� )� �)�5��� 3� 11� 22� 27� 199 �� 3112227199� J��� ����� )�!��� �����)��;�

�"�!��� ���� �� 5�#�; ��!� ��� ��!���� )� ����� 6�)"�.�� ���&� �� ���>�����

�"�(#��� >� )� �)�5��� )�" �"�!��"� J)�� )� ��);>!�;�� ��!� �"�!��" ��6������

��� 5����);��)�# 6!);)� ; ����� 6������ )� �)�5��� )�" �"�!��" ��! !�� )� �����

∗�� ������� �	
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����� �� ��������� ��#��

�����

%



4 �����)��; ��);>��#��)�� ���)���� ���=��.� &�� &����� )�!�� �����)��;� )�"

�"�!��" �=�� 6�� ��)�>��=� )� �)�5��� )�" &�� ���� &��� ���� ����=&�� �"�(#��� �

������ ���������)� ��! !�� )� �)�5��� )�" �� �!��� �")�� 4 �����)��; ��);>��#��)��

���� ���!� 6��)��� 5�#��; >� );� �����)��; �"�!��� �� ���� ����� �)�5���� J)��

&5�"��� >� ����6�>��� )� ������

A2 = {x | � x ���� (�)�!� ��&���� �� 6���6�# �����)��; 6�� l;=��� ��! )� 1 �� 2} .

3� A2 ���� ���A.� )� �6� ������ �� )� A1 �=�� !�� m�� � �!��n (�)��� ��&���

��" ��������� )� ��);>!�;�� )�" ���� � 11� 12� 21 �� 22� 7�� �&�� ��);>��#��)��

�����)��; ��!� �"�!��" �����)� ��� �������! "�#���� )�" �"�!��"�

���� ������� ���� �� ������

���� �� &�� ������� �������� �� ����"�� ������� �">�����&��� ��� "�#$� ◦ ����
�� &�� ������ U ������ ��� 	����� �� �����"(�� ��! �)�5��� )�" �"�!��" U ��

���)�&=� �� �$��� ����� �)�5���� )� ����� ���� m�"�#(��n �����#���)� ����&���

%����	�!� �����)� ; ����; �����; ��" ; ����6!� );� ������A��� &�� �!�� �)�5����

��)��)�5�� ���	�!� �����)� ; ����; ��" ; ����6!� );� ������A��� 6�� �)�5����

,���!)���� >� ����6#��)� ��&��� n ≥ 1� n&�	�!� �����)� ; ����; ��" ; ����6!�

);� ������A��� n �)�5��� ��! )� ������ U � 4 &��6�� 6"��)! �� ��#�� # �� �;�

��#�� �)� ������ U � �� ; &��6�� );� ����;� ◦ ��#�� ���)�)� m6;��6#� >� ��(�
����6�n �)� ������ U � )!)� �&�� !) )� ������ U ���� ��	���� ��)� ��! );� ����; ◦�
m8� ��5��#��"�� �� �����!)��� )"��# ����&>>�; �);� &���� );� ����;� !)�� (�

��#��"�� ��>!)��� >� �"���)#��� �� �5&���� �")! (� >��� �);� ����>��=� ����n

4 ����>��=�� ����% (� ��� ����>#�� ���)��� ������� �� ����&��� A���&� ������

���� �� �������

����� ���������� ���� ������� ���������� ���  �����������

,� ����6#��)� 6�� ������ A �� B� �&�� !) )� ������ A ���� �"��'���� )�" �"�!��"

B� �� >��=�"�� )!)� A ⊆ B� �� ��(� �)�5��� )�" A ���� �� �)�5��� )�" B�† �&��
)!)� ����;� !) )� ������ A "	����	�� # 	 ��	�	�� �)� ������ B� � �>�����!� "������

�)� ��!��"(�� )��� ���&� 6!);)��r

†�� ������� �	

������ �� ��������� ���������� ������
������� � ������� ⊆ ��������� �� �

������� �	 ����	
������ � ����� � 	 ������� ��������� �	$�� ��� �� ������ ��������

�



�� m(�������! �������n ,� �"(����)� ������ A� A ⊆ A�

�� m(�������	����! �������n ,� �"(����)� ������ A �� B� �� ���� A ⊆ B ��

B ⊆ A� )!)� (� ���� �� A = B�

	� m%	�)���! �������n ,� �"(����)� ������ A� B �� C� �� ���� A ⊆ B ��

B ⊆ C� )!)� (� ���� �� A ⊆ C�

�&�� !) )� A ����  �!��� �"��'���� )�" B �� )� A ���� "�������� )�" B ��

6�=��� ��! )� B� ,��=�"�� )!)� A ⊂ B� ���=��.�� "���5� )!)� ����� �)�5���

x ∈ A )&)�� .�)� x �∈ B� �� (���#��"��� >� ����6�>��� )� ������ )�� ��6.�

��" �&��"� �);� 0���6�� �")! ���� >�#�� "�������� )�" �"�!��" )�� ��(�.��� ��"

�&��"� �);� 0���6�� ��!�;� )� ������ )�� ��(�>����� )�>.��� ���� >�#�� "��������

)�" �"�!��" )�� )�>.����

3� ������ A �� B ���� �� ������ �� ��)� A ⊆ B ��)� B ⊆ A� 3� ������ A ��

B ���� ��� �� A ⊆ B �� B ⊆ A� ,� �� ���6����"�� !) 6�� ������ A �� B ����

���� �������� �� 6����"�� !) A ⊆ B �� B ⊆ A� 3�)�� ��(� �)�5��� )�" B ����

�� �)�5��� )�" A� �� ��)��)��=�� �")! �"����>�)� ���=��.� );� �!);)� )�� 6��

�"�!����

3� ������ ��" 6�� ���&5� ��(!��" �)�5��� �����)� �	�� �'���� �� �"�A���k�)�

�� ∅� # �>!)��� �"5�� �� {}� ,� ����6�>��� ���! ������ ���� m��! !�� >����k�"��n
)� ������ )�� ��(�.��� ��" &5�"� �l�� ��>���)��� ��! 	 �&)��� 0���;�� ���! ������

���� )� ������ )�� ���>��)�.� �k.� );� ������;� x2|3 = 0� ����6�5!���)� !)

"���5� &�� �!�� ���! ������� ����&�)� !) )� ���! ������ ���� "�������� ����"6#��)�

�"�!��"� J)�� ��(� ������ ��" 6�� ���� )� ���! ������ &5� )�"��5�)�� 6�� "��������r

)�� ��")! )�" �� )� ���! �������

,� &�� ����6#��)� ������ A� )� ���"�!�
�# )�" A ���� )� ������ A )� �����

���)����)� ��! !�� )� �)�5��� ��" 6�� ��#��"� �)� A� @"���� � ����!� �")!� &5�

�!;�� !��)� �������� ����� ������� ������ U )� ����� ���&5� !�� )� �)�5��� ��"

+



(� ���������� �� (���#��"���‡ 3!)�� >��=�"��

A = {x ∈ U | x �∈ A} .

���=��.�� )� ������ A ���� )� �"���#���� )�" �"�!��" A )!)� �� �!�� )!)� !)��

)� ������ A ���� )� �"���#���� )�" �"�!��" A� 3� ������ A �� A ������)�

���"���
����# �'���� ,� ����6�>��� �� A ���� )� ������ )�� >�����)�� )�"

0��;���� ��=�A#)�" �� B ���� )� ������ )�� =��;&�)��� )!)� B m�� ���� )� ������

An ���� )� ������ )�� �"�=.����

7������� �� (���#��"�� ); ���"�!�
�� �� ��� �����	�! "�#$� ���� �)� ������

!��� )�� �"�!���� ; ����� ��)�������; ���� �� &�� �"(����)� ������ A 6�6� ��

���)&����� )� �"���#���� )�" A� 7� ����; 6!);)� );� ����;� );� �"���#���;�

���� !) >� ����6#��)� ������ A� A = A� 4 6!);)� �")# ���� >���)# �� �� �����

���	�������� ��� ���"���*���� # ����� ���	��������  � �� ���"�!�
��� # ��!�;

�� �� 	�	������! ��������

3� �)�5��� ��!� �"�!��" ������� �� ���� )� �6� ������� ,� ����6�>��� >�

�"(����)� ������ A� )� ������ ��" ������A��� !�� )� 6"��)� "�������� )�" A

�����)� ������'���� )�" �"�!��" A �� �"�A���k�)� �� P(A)� # ��!�; �� �� 2A�

� )���")���� �"�A����!� �;>�k� ��! )� >�>��!� !) )� 6"���������� ��!� �"�!��"

�� n ≥ 0 �)�5��� ������A��� 2n �)�5���� ,� ����6�>��� 2∅ = {∅}� ��. 2{a,b,c} =

{∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}�
7�� �������� ��!� �; ����� �"�!��" A ���� &�� "�������� Π )�" 6"�����"�!��"

2A )&)�� .�)� )� ���! ������ ∅ 6�� ��#�� �)� ������ Π� ��. ��(� �)�5��� )�" A

��#�� �� ���A.� &�� �)�5��� )�" Π� $;��6#� )� ������ ΠA ⊂ 2A ���� ��� 6��&��;

)�" �"�!��" A �� ���������)� � ��#� )��� �"�(#���r

�� ∅ �∈ ΠA

�� 3� �&�; )�" ΠA ���� �&�� ��)��� )�"��

	� 4 &���; )�� ���.� )�" ΠA ���� )� ������ A�

‡�� ������� �	
������ �� ��������� ���������� ������
������� ! ��� 
��  ������
��� � ������!

������ %�
����� �� &��������  �	 �
��'� � � 	����� (� )������� � *+,-� � �������! ������

���	������� �� 	������ �������� � 
���� �������� � ������� ��������� � ��!�� ��� ������
�� ��������

(��  ������
��� �� ���  �!����� � � ���������� ������ �������� ����� � ������ �� ������� �	

� � ���	� �� ���  �!�����  �	 ��������� �� ������ �	 ������� �������	 &��	�$����	� �	���!

����� � ������ �� ����"� �	 ������� �������	 &��	�$����	 �� �������� �� ������ ���������

-



����! �����"� ������� ���� �� ������

,� ����6#��)� 6�� ������ A �� B� �������� �� �5;��)���"�� );� ��
��� );� ���!

�� ); ��+��# )�� �"�!��� A �� B ��

A ∪ B = {x | x ∈ A # x ∈ B} ,

A ∩ B = {x | x ∈ A �� x ∈ B} ,

��

A \ B = {x | x ∈ A �� x �∈ B} ,

��)��)�5�� ����);����)� !) >� ����6#��)� 6�� ������ A �� B� A \B = A∩B� ��.

A = U \ A� ,� ����6�>���

{1, 2, 3, 4} ∪ {2, 4, 6, 7} = {1, 2, 3, 4, 6, 7} ,

{1, 2, 3, 4} ∩ {2, 4, 6, 7} = {2, 4} ,

{1, 2, 3, 4} \ {2, 4, 6, 7} = {1, 3} .

����);����)� ����;� !) �� )� ������ A �� B ���� �&��� )!)� A \ B = A �� ="���

B \ A = B�

,� ����6#��)� 6�� ������ A �� B� ��k�"�� ); ����	����! ��+��# )�� �"�!���

A �� B� );� ����� �"�A���k�"�� �� A�B� ��

A�B = (A \ B) ∪ (B \ A) .

7� ���� �!>�� ; �"���)��# 6�=��� 6�� �"�!��� ���&5� )� �)�5��� ��" ��#��"� ��

&�� ���)*� ��! )� 6�� ������� ,� ����6�>���

{1, 2, 3, 4}�{2, 4, 6, 7} = {1, 3, 6, 7} .

����);����)� ��! )�"� ������� )�� ���;>�"�&��� ������� !) >� ����6#��)� 6��

������ A �� B�

A�B = (A ∩ B) ∪ (A ∩ B) .

4 �"���)��# 6�=��� ���"�����)� �"5�� �� �� ��,	������ #�������

'



� ����� ����	�#�	��� # !��� ����;� �&>��)� ����	��	����� ������ >� );� &���;

�� );� )��# ����);���� !) >� ����6#��)� ������ A �� B A ∪ B = B ∪ A ��

A ∩ B = B ∩ A� � ����� ���	�������� >� );� &���; �� );� )��# ����);���� !)

>� ����6#��)� ������ A� A ∪ A = A �� A ∩ A = A� � "���	���������� �����

>� );� &���; �� );� )��# ����);���� !) >� ����6#��)� )��� ������ A� B �� C�

∪ (B∪C) = (A∪B)∪C �� A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C� ��)��)�5�� � �����)���)���

�!�� �� � �!�� ��)��)�(��;� >� );� &���; �� );� )��# ��)�&��"� );� ��&�)��;

)�� ������� �").� �� �����!)��� ��! 6�� ������ �� )�!�� .�)� )� ���)&����� );�

����;� �� ���� �����#���)� ����&��� 1�5��"�� ����;�� � ��#� �!�� >� );� &���; ��

);� )��# � ����� �"�5�)�k�"� �"(����)� ������ A �� )� �"���#���� )�" Ar A∪A = U
�� A ∩ A = ∅�

3� ������ A �� B ���� $�� �� 6�� ���&5�"� ��(!��" ���� �)�5���� 7� ����

�!>�� )� ������ A �� B ���� �&�� �� A ∩ B = ∅�

�;��.��"��� )&���� ����&� 6!);)�� �"(����)�" �"�!��" A �� �5&�; �� )� ��(���!

������ U �� )� ���! ������ ∅� �">�����&��� �5�� !) A ∪ U = U �� A ∩ ∅ = ∅� ���
����;�� !) A ∪ ∅ = A �� A ∩ U = A�

• � ��.)�� 6�� 6!);)�� "��6;�.��"� !) )� ��(���! ������ ���)���� "����+�����
�����	�� >� );� ����; );� &���;�� �� !) )� ���! ������ ���)���� ������=;)�!

�)�5��� >� );� ����; );� )��#�� ,����� &�� "����+����� �����	�� >� ��� 6���#

����; ◦ ; ����� ���k�)� ���� �� &�� ������ U ���� &�� �)�5��� 0 )�" �"�!��"

U )&)�� .�)� >� ��(� �)�5��� A ∈ U � A ◦ 0 = 0 ◦ A = 0�

• � )���")���� 6�� 6!);)�� "��6;�.��"� !) )� ���! ������ ���)���� �����	��
�����	�� >� );� ����; );� &���;�� �� !) )� ��(���! ������ ���)���� �����	��

�����	�� >� );� ����; );� )��#�� ,����� &�� �����	�� �����	�� >� ��� 6���#

����; ◦ ; ����� ���k�)� ���� �� &�� ������ U ���� &�� �)�5��� Λ )�" �"�!��"

U )&)�� .�)� >� ��(� �)�5��� A ∈ U � A ◦ Λ = Λ ◦ A = A�

3� -� �#��� ./�� ���� >��=�&� �����)���� ��" 6�"������"� );� ��&)��;

)�� �5&���� ��)��� )�� "���"�!��� ��!� �"�!��" ���=����� 3� ������ ���=���� U
����)���)� �"�#(�� ��! )� �;���� ��" A������)� �&�� �� &�� ��(�>.�� ������;�!>������

J�� "�������� A ����)���)� �"�#(�� ��! )� �;���� ��" ���������)� �&�� �� ���

����)# ������; >����#� �"�#(�� ���=&���� ; ����� A�����)� ��!��;�; �&�� �)�

H



��(�>.�� ������;�!>������  �(� "�������� )�" A (� ����)���)� ��� ��! ���

6��)��; ������;� ���)���# );� ��.);�� 3� �"���;����)�! ������ A (� ����)���)�

��! )� �;���� )�" U ��" ���� &�� ��! );� ��������"�� >����# )�" A� �� 6��

"�������� A �� B )�" U ���� �&��� �")� (� ����)����)� ��! ����"�!>����� 5����
��" 6�� &5�"� ���� �;���� �� (� ���� )� &�� ��)!� )�" ����"� �� )� "�������� A

�� B 6�� ���� �&��� )!)� )� ����"�!>����� 5���� ��" )� ����)���"� (� )&����)��

����)����"�� )�� ���>�.�); �� ����;(���� !) >� )��� "�������� A� B �� C )�" U
��" >���.� 6�� ���� �&��� ���k��)� �)� 6�>����� tFii ��). ����5&�� ��� ���� ;

���;���� )�� ����5.� �").�I

����# ���$�%�� ������� ��� �� &���� %���

���=��.�� � ������ );� &���;�� )��#�� 6�=���� �� �"���#���;� ���k�"� �"(����)�

���������� ��=����� �� ������� J)�� (� #)�� 5�#��� �� >����k��� ����&��"�

A������ �!��"� >� );� ������>���� �� );� �������;�; )&)��� ��=������� J5�"��

�">���)�.�� �)� �5#�� ��� ����&� �"�#(�� �"����(���;)�&� )�")!);)�� >� ); 6�#

��� 6�"�!�"��;� 7���&� ��! �")&� ���� ���=����� �� )� &5�"�� #6; ���=&�� ��

�!��"�� ��. ����� ������)�"� ������ ��! ���;>������"� ������� ��" &5�"�� 6.���

0�(������"�� )�� ���>�.�); �� ����;(���� );� �5� )�� )���")�����

����' ���%������ (�������

�� !�� )� ���;>������� !��" &>�� �!>�� >� ������� 6�� ����"���);�� �����)��; �);�

����� �� ��6�=��(���� >� ); ���� )�� �)�5���� )�"� O����)�� ; �!);)� )�� �"�!���

6�� ����)�)� ��! ); ���� ��)� );� ����� (������� )� �)�5��� ��(��!�� J)�� >�

����6�>��� )� 6���&� ������ {a, b} >��=�)� �� �� {b, a}� ?�)!��� �);� ����")�#
,����)���� ��(� �;���� )�" ���&6�" ���k�)� �� &�� k��>�� ��(�.�� ��! )�"� �����"�

� ��.)�� �&>�)� �	������� �� � 6��)���� �	� ���� )�" �;����"� ; 6� ���� )�"� ����

���)�)� ; �6�� J)�� )� k��>�� 〈x, y〉 )�� ����	� ���
� �;����" ���k� &�� �;����� ��.

)� k��>�� 〈y, x〉 ���k� >���.� &�� ���� �;����� ,� �")! ���>.� )� �!>�� )� �&�� ��
6�)�)�>�&�� k��>���

,����� &�� k��>�� ��)���&��� >� )� ����� 5���� ��=A���� 6������)� ��! (�

���� ��.)� �� ��! (� ���� 6��)��� (� �&>�)� ���	� ���� ,	' ��� � ����!� ������

�� 6�(�� �� ����A�� �� 5�;�����#��"�� )� &����� )�� �"�!����

�*



∪ B = B ∪ A ��)��)�(�)�!� �!��� >� );� &���;
A ∩ B = B ∩ A ��)��)�(�)�!� �!��� >� );� )��#
A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C �����)���)�!� �!��� >� );� &���;
A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C �����)���)�!� �!��� >� );� )��#
A ∪ A = A �!��� �6"������ >� );� &���;
A ∩ A = A �!��� �6"������ >� );� )��#
A ∪ (A ∩ B) = A ��.)�� ������=;)�!� �!���
A ∩ (A ∪ B) = A $��)���� ������=;)�!� �!���
A ∪ B = A ∩ B ��.)�� �!��� )�" fF PDTj[i
A ∩ B = A ∪ B $��)���� �!��� )�" fF PDTj[i

A = A �!��� �;6���6"������ )�" �"���;�.��)��
m# 	�	������! �������n

A ∩ A = ∅ ���=��#� ��! ����! �"���;�.��)��
A ∪ A = U ���=��#� ��! ����! �"���;�.��)��
A ∪ U = U ���=��#� ��! ������� &���;� �� ��(����� �"�!��"
A ∩ ∅ = ∅ ���=��#� ��! ������� )��#� �� ����� �"�!��"
A ∪ ∅ = A ���=��#� ��! ������� &���;� �� ����� �"�!��"
A ∩ U = A ���=��#� ��! ������� )��#� �� ��(����� �"�!��"
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) 0�����)�!� �!��� );� &���;� ���� );� )��#
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) 0�����)�!� �!��� );� )��#� ���� );� &���;

�6789 �:�r 7���&� )�")!);)�� ��! ); �"����(�����

J�)� x �� y �)�5��� �"�!��"� 3!)�� (� �����k�)� ���	� ���� ,	' ��

〈x, y〉 )� ������ {{x}, {x, y}}�

���>��)��� &)� �=��!� ���k�)� ��� (� ���� )� �)�5��� )�" k��>�"� �� �=�)&��"

���k�)� ��! )� �������&� ������ {x} ��! (� ��A�"�� �� ��.)� �)�5��� )�" k��>�"��

�� (���#��"�� ).�� 6�� �"(����)� ������ A �� B� 7������� ��! �")� ��

�5;��)���"�� ���	� ��� ,	' � 〈a, b〉� !��" a ∈ A �� b ∈ B� 3� ������ ��" ������A���

!�� ������ )� 6"��)� 6�)�)�>�&�� k��>; �����)� ���	���� 0����	�� )�� A �� B�

�� �"�A���k�)� �� A × B� J)��

A × B = {〈a, b〉 | a ∈ A �� b ∈ B} .

8&��"�� �� 6�"������"�� �6. ��� 6�)�)�>�&�� k��>�� �;����� ���� !) ; ����

m# 6�)��;n )�� �)�5���� ���� �;���)��� J)�� )� 6�)�)�>�&�� k��>�� 〈a, b〉 ����

��



6�=���)�! ��! )� 6�)�)�>�&�� k��>�� 〈b, a〉 m��)!� A&A�� ��� a = bn� ��. A&A��

6�� ���� ������);)� !) ��=!)��� )� k��>; ���� �)�5��� )�"  ��)������ ,���&��"�

���=��.�� �� )� ������ A &5� n �)�5��� �� )� ������ B &5� m �)�5���� )!)� )�

 ��)����! ,�!���� A × B &5� nm �)�5���� ,� ����6�>���

{a, b} × {b, c, d} = {〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈a, d〉, 〈b, b〉, 〈b, c〉, 〈b, d〉} .

,���!)���� )�  ��)����! ,�!���� )�� n �"�!��� A1, A2, . . . , An� �"�A��k!����

�� ×1≤i≤nAi� ���k�)� �� )� ������ !��� )�� 6�)�)�>�&��� "�	�#�
� 〈a1, a2, . . . , an〉�
!��" >� ��(� 6���); i� 1 ≤ i ≤ n� ai ∈ Ai� 4 6�)�)�>�&�; ����6� 〈a1, a2, . . . , an〉
���=&��)� �"5�� �� �� 6�)�)�>�&�; nS�6�� 06�!)���� &�� 6�)�)�>�&�� k��>��

���� ��� 6�)�)�>�&�; �S�6�� �);� �����)��; !��" A1 = A2 = . . . = An = A� )�

 ��)����! ,�!���� ×1≤i≤nAi �"�A���k�)� �� �� An� ,� ����6�>��� >��=�"�� N2

>� �� �"�A�����"�� )� ������ )�� 6�)�)�>�&��� k�">.� ="��.� ��(�.��

����) *��$��	 ��� ������ *��$�+�

8� "�(�)#��"�� )� ���A��� Z� N� Q �� � >� �� �����)#��"�� )� ������ )��

�	��
� ����*�� +����*� ����*�� ���*� ����*� �� "� ����*� ����*�� ��)��)�5��

3� ������ Z ������A��� )�"� (�)���� ��&���"�� )�"� ���;)���� ��&���"� �� )�

�;6&�� 3� ������ Z+ �� Z− ������A���"� )�"� (�)���� �� ���;)���� ��&���"��
��)��)�5�� J)�� Z = Z+ ∪Z− ∪{0}� 3� ������ )�� ="��.� ��(�.� N ������A���

�!�� )�"� (�)���� ��&���"� �� )� �;6&�� J)�� N = Z+ ∪ {0}� ����("��k�"�� !)
&��� ��(�!� x ���� ����� !)�� "���5�"� ��&��� ��(��� m �� n )&)�� .�)� x = m

n
�

 �(� �; �;)!� ��(�!� �����)� #�������

4 ����; );� 6�����;� ���� ��� �;���)�# ����; ���� �)� ������ )�� m(�)�.�n

��������� 7�� )&)�� 6�����; ������ �� ���� �	�	�� !)�� )� "�!���� );� 6�����;�

���� *� # �	�!� �);� ��)�(�); �����)��;� �&�� !) � ��&���� a ����	� )�� ��&��� b

m# !) � ��&���� b ����	��� ��! )�� ��&��� an !)�� ; 6�����; )�" b 6� )�" a ����

)������ �);� �����)��; �")#� �&�� ��!�; !) � ��&���� a ���� �������� )�" �������"

b m# !) � ��&���� b ���� ����	���� m# ����	���n ��! )�� ��&��� an� s��)� ������

��(�!� 6���� ����"�� (� 6���� �� )� �(����� )�"�� J��� ������ �������� 6��

="��.� ��(�.� ���� �����6#��)� ="��!� ��(�!� � ������ 6���� �� )�"� 6���

J�� ����� "���"�#��� 6�� ="��.� ��(�.� ���� �����6#��)� ="��!� ��(�!� �

������ 6����)� �� ��! )�"� 6���

��



�%� ����� ������ -������� 6�� m# ������)&���n ="��.� ��(�.� ���� � �&>�)��

="��!� ��)��� )�� ���.� 6���).� )�"�� �"5�� �"�A���k�"�� )�� 7&>�)�  ��!

$��&); )�� �������� a �� b �� ���(a, b)� 3� 1�#����� ����� 2���"�#��� 6�� m#

������)&���n ="��.� ��(�.� ���� � ���5�)�� ="��!� ��)��� )�� ���.� ������������

)�"�� �"5�� �"�A���k�"�� )� 0��5�)�  ��! ���������� )�� �������� a �� b ��

���(a, b)�

J��� ="��!� ��(�!� ��>���)���� )�" � �����)� "�*��� �� � ����6��� )�" 6��&)��

���� )� � �� � ��")!� )�"� $�� ��&��� ��(��� ������)� ���)�
� "�*��� m# "�*���

"��� ��!����n �� � ����6�!� ���!� 6��&);� )�"� ���� )� �� J��� �; ��.)�� ��&����

�����)� �� �'��	��� ��&����� J��� ="��!� ��(�!� 6���)!� 6� )�" � �����)�

#������ ��)��)�5�� ��(� ="��!� ��(�!� �; 6���)!� 6� )�" � �����)� "	�������  �(�

��)�� ��(�!� a ������ �� >��=�� �� a = 2n >� ����� ="��! ��(�! n� ��)��)�5�

����;�� ��(� ���))!� ��(�!� b ������ �� >��=�� �� b = 2n+1 >� ����� ="��! ��(�!

b� 0��� ���=��&� !) ��)��� 6�� 6�6�5�.� ="��.� ��(�.�� � &��� ���� ��)�� ��

� ����� ���))!��

7&5� �)>�#�� &5�"�� ����6����� ������ �&�� ��� �"�);��)�#� ��)�>��=#� )��

�)�5���� )�"�� &5��)�� )���(�)#�� �")� �&�� �� �>����� �� 6�5����� �")� ��)���

)�"� �� �!���)�� ?�)!��� ����� ������ 6�� ������� �� ��)�>��=��� �� �")! )��

)�!�� ���6# ���� #"	��� ,� ����6�>��� )� ������ N )�� ="��.� ��(�.� ����

������ ?�)!��� �������� �� ���>��l�"�� )� �)�5��� )�" >��=��)��N = {0, 1, 2, . . .}
�� 5�;�����.�)�� )��� )������ m�� ); 6���(;�# ���n >� �� ��)��)��)#��"�� ��

�)&���); ���)� ��! ="����� ��(�����

*������� ��� ���,����%�

;<=><> �:�:� 0��)��)� ��(��� ��! )� ��!��"(�� )"��&� ���>��=&� �"�!��� .�)� ��

��)���#��)� ��� ���A.� �)�5��� ���&5�� ,��l)� )!)� �� ���)��; ���>��=# )�"

�"�!��" �)� 0��;����

�� S1 = {1, 3, 5, 7, . . .}

�� S2 = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}

	� S3 = {n | n = 2k >� ����� k ∈ N}

�	



%� S4 = {n | n = 2k >� ����� k ∈ N �� n = 3l >� ����� l ∈ N}

�� S5 = {n n ∈ N �� n = n + 1}

;<=><> �:�:� ���6���)� )�"� ��#� �!��"� >� ���(�)�� ������ ���� �� �"(����)� ������

A� B� C �� Dr

�� �� ���� A ⊆ B �� B ⊆ C� )!)� A ∪ B ⊆ C�

�� �� ���� A ∩ B = A ∩ C �� A ∪ B = A ∪ C� )!)� B = C�

	� (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)�

%� (A ∪ B) ∩ (A ∪ B) ∩ (A ∪ B) ∩ (A ∪ B) = ∅�

�� m,�����"�; )�" ��.)�" �!��" )�" fF PDTj[in A ∪ B ∪ C = A ∩ B ∩ C�

+� m,�����"�; )�" $�")&��" �!��" )�" fF PDTj[in A ∩ B ∩ C = A ∪ B ∪ C�

-� �� ���� B ⊆ A �� B ⊆ A� )!)� B = ∅�

'� �� ���� A ⊆ B �� A ⊆ B� )!)� B = U �

H� �� ���� A�C = B�C� )!)� A = B�

�*� A�∅ = ∅�A = A�

��� A�A = ∅�

��� A�B = A�B = A�B�

�	� (A \ C) ∪ (B \ C) = (A ∪ B) \ C�

�%� A�(A ∪ B) = B�(A ∩ B) = B \ (A ∪ B)�

��� A ∪ B = (A�B)�(A ∩ B)�

�+� (A \ B)�B = A ∪ B�

�-� (A \ B) ∩ B = ∅�

�'� A ∩ (A \ B) = A \ B�

�%



�H� A \ (B \ C) = (A \ B) ∪ (B \ C)�

�*� (A \ B) ∩ C = (A ∩ C) \ B�

��� (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)�

��� A \ (B \ A) = A�

�	� (A \ B) \ C = (A \ C) \ (B \ C)�

�%� (A \ B) ∩ (C \ D) = (A ∩ C) \ (B ∩ D)�

;<=><> �:�:�  �(��� ��! )� ������)� ���)���� �5"��k�)� );� ����)!);)� ��!�

�"�!��" ��)� ��! �� ����; m���� �� �)�5��� )�" �"�!��"n� ���=����)� �� �")#

���� ���	
� # ���
��

• �� ; ��!)��; ���� ���	
�� ���6���)� );� �� ���! �� ���)��� )�!��� $���)��
6;��6#� );� �5� );� �5"�k!���;� ����)!);)���

• �� ; ��!)��; ���� ���
�� ����"���)� &�� ���! ��)����6�>�� ���� �")#�
mJ�� ��)����6�>�� (� ����� ���=��.�� ����� # ����� �)�5��� )�" �"�!��"

��" �>��)� 6� );� ����;� ��)!� )�" �"�!��"�n �);� �����)��; �")#� ����6����)��

����;�� ); (#�; )�" �"�!��" ��)� ��! );� ����;�

�� 3� ������ )�� ���)).� �������� ���� ����)! ��)� ��! )�� ������������!�

�� 3� ������ )�� ���)).� �������� ���� ����)! ��)� ��! ); 6�����;�

	� 3� ������ )�� ��)��� �������� ���� ����)! ��)� ��! )�� ������������!�

%� 3� ������ )�� ��)��� �������� ���� ����)! ��)� ��! ); 6�����;�

�� 3� ������ )�� (�)�.� �������� ���� ����)! ��)� ��! ); 6�����;�

+� 3� ������ )�� ���;)�.� �������� ���� ����)! ��)� ��! );� �=�����;�

-� 3� ������ )�� ���;)�.� �������� ���� ����)! ��)� ��! )�� ������������!�

;<=><> �:�:� $.�)� &�� ���6����! ����! >� ��(&�� ��! )� ��!��"(� ������r

��



�� 3� ������ N )�� ="��.� ��(�.��

�� 3� ������ !��� )�� �������� m(�)�.� �� ���;)�.�n � ����� 6�����)� ��!

)� 7�

	� 3� ������ ���� )�� (�)�.� �������� � ����� 6�����)� ��! )� 2 # ��! )� 7�

;<=><> �:�:� 8������� �"(����)� ������ S �� n �)�5���� �� �"(����); �"���># S
"���"�!��� )�" S )&)�� .�)� >� ����6#��)� k��>�� �"�!��� Si, Sj ∈ S � Si ∩ Sj �= ∅�

�� ���6���)� !) |S| ≤ 2n−1� ����"���)�� ����;�� ��)���;�; �"���># S &)� .�)�

|S| = 2n−1�

�� ���6���)� !) �� |S|< 2n−1� )!)� ; �"���># S ������ �� ����)�(�� �� �� ��)���;�;
�"���># S ′ 2n−1 "���"�!����

;<=><> �:�: 8������� �"(����)� "�������� S �� T )�" m��(�����n �"�!��" U )&)��

.�)� S �⊆ T �� T �⊆ S� ���6���)� !)

|S| · |S| + |T | · |T | > |S ∩ T | · |S ∩ T | + |S ∪ T | · |S ∪ T | .

��#$�	%�& 
������� �� ������ α := |S ∩ T | β := |S \ T | γ := |T \ S| !�" δ := |S ∪ T |# �$�%

S �⊆ T  �&���" '�" γ > 0# (��"� �$�% T �⊆ S �&���" '�" β > 0# )�*" βγ > 0#

�$�+', |S| = |S∩T |+ |S\T | = α+β !�" |S| = |T \S|+ |S ∪ T | = γ+δ# (��"� -��./+����

'�" |T | = |T ∩ S| + |T \ S| = α + γ !�" |T | = |S \ T | + |S ∪ T | = β + δ# 0�*" 

|S| · |S| + |T | · |T | = (α + β) · (γ + δ) + (α + γ) · (β + δ)
= 2αδ + 2βγ + αγ + βδ + αβ + γδ .

�$������ S ∩ T = |S\T |+|T \S|+|S ∪ T | = β+γ+δ !�" |S∪T | = |S∩T |+|S\T |+|T \S| =
α + β + γ# 0�*" 

|S ∩ T | · |S ∩ T | + |S ∪ T | · |S ∪ T | = α · (β + γ + δ) + (α + β + γ) · δ
= 2αδ + αβ + αγ + βδ + γδ .

��+�-"!/ -�"&'+ �1���� '�"

|S| · |S| + |T | · |T | −
(
|S ∩ T | · |S ∩ T | + |S ∪ T | · |S ∪ T |

)
= 2βγ

> 0 ,

'&2, 1��"/����"#

�+



��	 �
����� �� �����������

 �)��5#� "���5�"� � �5&��� m����>��=�� �����n� � 6"�6�&� �5&��� m����>��=�� �����n

���)����� ��� �6�# ��);>���� �5&����� 7� ); ���� )�"�� ��� �6�# ��);>����

6"�6�.� �5&���� ���)����� � �"���)#��� m����>��=�� ����	n�

���� �-"����

3�7�(;��)�� ��5�����)� �� )� 6!);)�� 6�=!��� ��)���&���� !���� >� ����6�>���

� ��(���� �� )� ��)��� )�"� �5&���� J)�� ���� �"�;(��&�� �� �&�� !) ; 3�	 �'�	��

"�3 ���� ��� �5&�; ���� �)� ������ )�� ��(�.� ; ����� �5��� >� ����6�>���

��)��� )�� ��(�.� 9 �� 3� ���� 6�� �5�� ��)��� )�� ��(�.� 2 �� 7� �.� !���

(� ���������� �� ��=����"�� �5&��� ��)��� ��)���&��� �); ����6�# ��(;��)�#

>�.��� ��" &5�"�� 6�(&��; �")# ); �)>�#� 6;��6# ); >�.��� )�� �"�!���I 8�������

���� !) �� ; �5&�; ��)��� ��)���&��� ��!� �"�!��" ���� �� �")# �� ); ���� );�

&�� ������� 3� ��)������� ��" ��#��"� �); �5&�; ���� �� ���� �!>� �"�6"�����

��)���&��� >� )�"� �����"� ; �5&�; �5��� J)�� >� ����6�>��� ; �5&�; 3�	 �'�	��

"�3 ���� )� ������ !��� )�� ,	� *� ��! ��(���� >� )� ����� � ��.)�� ��(�!� ����

��>���)���� ��! )� 6��)��� ��(�!� 7� ); 6��(;)�# �")# ���>�>#� �����)� ).��

&)��� �� ���5��#��"�� �)� ��(;��)�! ����! );� �5&�;��

��?<8�� �:� @�6A<>B �	
��'�	 ����	�� �'���� S4 0� �"����!"��	 ����� n ≥
2� �� nS�6�# �5&�; R "#�
 ��� �'���� S 	��� �� �"��'���� ��� ���	����'

 �������� S × S × . . . × S︸ ︷︷ ︸
n +����

4

7� ���� �!>�� ; nS�6�# �5&�; R ���� &�� ������ ��! 6�)�)�>�&��� nS�6��

�)�5���� )�" �"�!��" S� 7� ��6�=&��"�� �6�# �����)��; ���)����� � 2&�����

����	�� #� !��� �"5�!)��� ������)�� ������� ����	��� ,� �� 6"�6�# �5&�;R ⊆ S×S�

>��=�"�� aRb >� �� "��6;�.��"�� !) 〈a, b〉 ∈ R� ,���!)���� >� �"(����)� ������

S1 �� S2� �� 6"�6�# �5&�; R ���� &�� "�������� )�"  ��)������ >���&��" S1×S2�

06�!)��� ��!�;� � 1S�6�&� �� 3S�6�&� �5&��� ������)� ����6���� �5&��� ��

)��6�&� �5&���� ��)��)�5��

�-



���  ��.��"� �-"����

� 6"�6�&� �5&��� ���)����� ����=�A��� )� �5&��� ������� ��" �"5�!)��� (� ���

����5��#��"� �)� AA��� �")�� ,� )� �!>� �")!� ���� 5�#��� �� �"k;)#��"�� ��)���;���

6!);)&� )�"� � ������ (� ��� ��)�&l�"� �� )� ��);>�����#��"�� ��)� �=&���

)�!��� � 6!);)�� �")&� �"����A���"� );� ���)���# 6��# )�� �5&����� ��(.� ��

6�=���� �"���)���� )�"� � ������ ��=���k��)� !)�� � �5&��� ���&�5��)� ��! �">�����&���

u�=����>&�u �� �>>����� �"���)�����

7� 6"�6�# �5&�; R ⊆ A × A ���� �������! m# ���"�!�n �� 〈a, a〉 ∈ R >�

��(� �)�5��� a ∈ R� 7� ���� �!>�� ��(� �)�5��� �5�)�k�)� �� )�� ��")! )�" �� ���

�������)�# �5&�;�

7�� 6"�6�# �5&�;R ⊆ A×A ���� ����	����! �� 〈b, a〉 ∈ R ���)�6#��)� 〈a, b〉 ∈ R�
,� ����6�>��� ; �5&�; );� =���� ���� �� &�� ������ �)!��� ���� �"���)��# �5&�;

��(.� m�)� ="����>�&� ����).���n ���)�6#��)� � ,���;� ���� =���� �� )� �)&���

)!)� �� � �)&��� ���� =���� �� )� ,���;� ������)!�)��� ; �5&�; );� =���� 6��

���� �������)�# �5&�;� ��(.� 6�� (������� !) &�� �)��� ���� =����v=��; )�" ��")��

)�"v);��

7�� �5&�; R ���� �������	����! �� ���)�6#��)� 〈a, b〉 ∈ R �� )� �)�5��� a

�� b ���� 6�=��� ��)��� )�"�� )!)� ������);)� 〈b, a〉 �∈ R� 7������� �� �����"��
��6����� ��� ��)�"���)��# �5&�; �� ��� �5&�; R >� );� ����� ���)�6#��)� �5��"�

)�")!5���� !) 〈a, b〉 ∈ R �� 〈b, a〉 ∈ R� )!)� ������);)� a �= b� ,� ����6�>���

; �5&�; );� "������� ���� ���=��.� ��)�"���)��# �5&�;� ����5�"� m="��&�n

6"�6�&� �5&��� � ������ 6�� ���� ��)�"���)��&�� ���� ��)� �� �"���)��&�� �

���>�.�);� ��(������)� �� ����6����� ����&� )&)��� �5&����

7�� 6"�6�# �5&�; R ���� �	�)���! �� ���)�6#��)� 〈a, b〉 ∈ R �� 〈b, c〉 ∈ R�
)!)� ������);)� 〈a, c〉 ∈ R� ,� ����6�>��� ; m6"�6�#n �5&�; 3�	 �'�	��&"�3 ����

���>��) ��)�A�)�# �5&�;�

7�� �5&�; ��" ���� �������)�#� �"���)��# �� ��)�A�)�# �����)� ����� ����������

�� ��� �5&�; ��6"������ R ⊆ A × A� �������� �� �����"�� ��#�	�� ��������� ��

��#�r ,� ��(� �)�5��� a ∈ A� ; ����; ��6"������ ��" ��)�)�5�� �)� �)�5��� a� );�

����� �"�A���k�"�� �� [a]|calR� ���k�)� ��

[a]R = {b | 〈a, b〉 ∈ R} .

�'



 �(.� ����� >� �5&��� ��6"������� � ������ ���� �"���)��&�� �������� �� �����"��

�������)�� );� ����; ��6"������ [a]R ��

[a]R = {b | 〈b, a〉 ∈ R} .

�"�A���k�"�� �� ΠR )� ������ )�� ������� ��6"������ ��" ���k��)� �� �5&�; �� );
�5&�; ��6"������ R� J)��

ΠR = {[a]R | a ∈ A} .

0����)� ).�� &)��� �� ���6����"�� ��� �;���)�# 6!);)� )�� ������� ��6"�������

���C9<> �:� �	
��'�	 ����� ��������� R "#�
 �	 ����	�� �'���� A �= ∅4 5��	� ��
��#�	�� ��������� ��� ������ R ���	��,��� �� �'���� A4


D�EF?G>H /���k�)� �� 6����"�� !) !�� )� �)�5��� m������ ��6"������ );� �5&�;�

Rn �)� ������ ΠR ���� �; ����� ��)��� )�"� �&��� �� !) �")� �����)�"� !�� )� ������
A�

• 8������� �"(����)� �)�5��� a ∈ A� �=�� ; �5&�; R ���� �������)�#� &��)�

!) 〈a, a〉 ∈ R� M��)� ��&��� ��! )�� ����! )�" �"�!��" [a]R !) �")! ���&5�
&�� )�"��5�)�� �)�5���� !��� 5���k�)��

• 8������� �"(����)� k��>�� ��! m6�=��� ��)��� )�"�n �)�5��� a, b ∈ A )&)��

.�)� � ������ ��6"������ [a]R �� [b]R ���� ��)��� )�"� 6�=����� 8� ���6����"��
!) [a]R ∩ [b]R = ∅� ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) [a]R ∩ [b]R �= ∅�
3!)�� "���5� �)�5��� c ∈ A )&)�� .�)� c ∈ [a]R �� c ∈ [a]R� J)�� 〈a, c〉 ∈ R
�� 〈c, b〉 ∈ R� �=�� ; R ���� ��)�A�)�# �5&�;� &��)� !) 〈a, b〉 ∈ R� �=�� ; R
���� �"���)��# �5&�;� &��)� !) 〈b, a〉 ∈ R�

�� (���#��"�� ).�� �"(����)� �)�5��� d ∈ [a]R� 3!)�� 〈d, a〉 ∈ R� �=�� ��
〈a, b〉 ∈ R� &��)� !) 〈d, b〉 ∈ R� �")! �"����>�)� !) d ∈ [b]R� �=�� )� �)�5���
���&5(;�� �"(����)�� &��)� !) [a]R ⊆ [b]R� D���� �������� �� 6����"�� !)
[b]R ⊆ [a]R� J��)� !) [a]R = [b]R� ��)�=��;�

• ,� �� 6����"�� !)
⋃

a∈A[a]R = A� ����);����� !)
⋃

a∈A[a]R ⊆ A� M)�� ����&��

�� 6����"�� !) A ⊆
⋃

a∈A[a]R� ���� )��)�� (������� �"(����)� �)�5��� b ∈ A�

�H



�=�� ; �5&�; R ���� �"���)��#� 〈b, b〉 ∈ R� �")! �"����>�)� !) b ∈ [b]R�
0���&���� b ∈

⋃
a∈A[a]R� �=�� )� �)�5��� b ���&5(;�� �"(����)�� &��)� !)

A ⊆
⋃

a∈A[a]R� !��� 5���k�)��

4 ��!6��# ��� ���� ).�� �����;���&�;�

4 ��!)��; ��� m�� ; ��!6��# );�n 6��5�� !) �������� ���)�)�� �� 6�6��&�; ���

�5&�; ��6"������ R ���� �� ����� ������ A� �� ��)����"���"�� ��� 6��&��; ΠR
)�" �"�!��" A ; ����� ���>�)� ��! ); �5&�; R� ��)��)��=�� ��� 6��&��; ��!�

�"�!��" ����6���k� ��)� )�� ���=��# )�!�� ��� ��)��)�5; �5&�; ��6"������ ����

�)� ������� J)�� &5�"�� �"����� ��� ��=�����#���); �"�5&)�; ��)��� )�� �5&����

��6"������ ���� �� ����� ������ �� )�� 6�������.� )�"� m$��)� );� 0�!);)� ����	

>� &�� ���A&�)��� ����! );� &����� );� ��=�����#���);� �"�5&)�;��n

 �(� 6"�6�# �5&�; ��" ���� �������)�#� ��)�"���)��# �� ��)�A�)�# �����)�

�	���! ��#�$�� 7� ��6�=&��"�� �6�# �����)��; );� ����#� 6�)��;� ���)���� ;

���# 6�)��;� 7�� ����! ��#�$� ���� ��� ����# 6�)��; R ���� �)� ������ A )&)��

.�)� >� ����6#��)� k��>�� �)�5���� a, b ∈ A� ��)� 〈a, b〉 ∈ R ��)� 〈b, a〉 ∈ R�

���� �����%�����

����=�A���� ������ ��" (� �5"�k!)�� !) ; &���� );� �"���);�;� ���)���� ��� ��!

)� m���� )���n �;���)�!)���� &����� �)� 7�(;��)�� 6�� (� #)�� ���� ���)�!��

$��(;)��� ��� �"���);�; �"�5�)�k� �)�5��� ��!� �"�!��" �� �)�5��� ��!� ����"

m��6�5��&��� �� )�" 6��"n �"�!��" ��)� )&)�� )�!�� .�)� ��(� �)�5��� )�" ��.)�"

�"�!��" �"�5�)�k�)� �� &�� ���A.� �)�5��� )�" 6�")&��" �"�!��"� 4 6��(;)�# �")#

���>��=# );� &����� );� �"���);�;� ������ �� ��)�)����� �� &�� ���A# ����! ��

5�#�; );� &����� );� 6"�6�#� �5&�;��

��?<8�� �:� @�IJK�C><>B %� �"���);�; "� �� �'���� A ��� �'���� B 	��� ��

�����! ����� R ⊆ A × B ����� *��	  � �#�	 �����	�� a ∈ A� �"#��	� ���A.�
&�� �����	�� b ∈ B ������ *��	 〈a, b〉 ∈ R4

,����� 5�;��������� >�����)� !��� )� f � g �� h >� �� �"�A�����"�� �"���)#����

,��=�"�� f : A → B >� �� 6;�.��"�� !) ; f ���� ��� �"���);�; ��! )� ������ A

�*



�)� ������ B� 3� ������ A �����)� "	��� ������' );� �"���);�;� f � ,� ����6#��)�

�)�5��� a ∈ A ��! )� ��6�� ������ );� f � >��=�"�� f(a) >� �� 6;�.��"�� )� �������

������ �)�5��� b ∈ B )&)�� .�)� 〈a, b〉 ∈ f �  �)� )� ="��! )�!��� )� ����6�!

�")! �)�5��� f(a) �����)� ; 	���� )�" �)�5���" a ��)� ��! ); �"���);�; f � ,�

����6#��)� "�������� A′ )�" ��6��" ������ A� ���k�"�� )� ������ )�.�

f(A′) = {f(a) | a ∈ A′} .

s��� ���� (� ����&��)�� )� ������ f(A′) �����)� ; 	���� )�" �"�!��" A′ ��)� ��!
); �"���);�; f � �);� �6�# �����)��; !��" A′ = A� )� ������ )�.� f(A) �����)�

"	��� ���*� );� �"���);�;� f � J)�� )� ��6�� )�.� ���� �"���);�;� ���� ; ��!�� )�"

��6��" ������ );� m��)� ��! ); �"���);�;n�

3� ��6�� ������ ����.� �"���)#���� )">5��� �� ���� )�  ��)����! >�!����

��!� ��(��� ��! ������� �� )&)�� �����)��;� ��(� �)�5��� �)� ��6�� ������ );�

�"���);�;� ���� ��� 6�)�)�>�&�; ����6� ��! �)�5����

����&�� )��� �"���)#���� ����"��k�"� 6��)��� ��6�=&����

��?<8�� �:� @LJ91D���1AJ9 �IJK�C><>B %� ���#����� f : A → B 	��� &��S
����S&�� �  � �"���!"��	 �'� ���	������ 6�����	� a, b ∈ A� f(a) �= f(b)4

7�� �"���);�; f : A → B ���� 	"� �� >� ��(� �)�5��� �)� ��6�� )�.� );� B�

"���5� ����� �)�5��� �)� ��6�� ������ );� )� ����� �������k�)� �� �")! m�&��

);� �"���);�;� fn� 3"���� >� ��(� �)�5��� b ∈ B� "���5� �)�5��� a ∈ A )&)��

.�)� f(a) = b� 3&���� ��� �"���);�; f : A → B �����)� �+������!���� ���������

��)��� )�� A �� B �� ; f ���� &��S����S&�� �� ����

7� 6�6��&��� 6�� �"���)#��� f : A → B �� g : B → C� ; �'��	�� f ◦ g )��

�"���)#���� f �� g ���� ; �����);�; f ◦ g : A → C ; ����� ���k�)� �� f ◦ g(x) =

f(g(x))�

*������� ��� ���,����%�

;<=><> �:�:� ���6���)� # 6�l���)� ��(&�� ��! )�"� ��!��"(�"� �5"������r

�� 4 ��)�A�)�# (#�; ��� �"���)��#� (#�;� ���� �5&�; �"���)��#�

��



�� 4 �"���)��# (#�; ��� ��)�A�)�#� �5&�;� ���� �5&�; ��)�A�)�#�

	� a ��)�A�)�# (#�; ��� �������)�#� �5&�;� ���� �5&�; �������)�#�

%� 4 �������)�# (#�; ��� ��)�A�)�#� �5&�;� ���� �5&�; ��)�A�)�#�

;<=><> �:�:� ���k�"�� ); �5&�; Succ ���� �)� ������ )�� ="��.� ��(�.� �� ��#�r

,� ��(� k��>�� ="��.� ��(�.� a �� b� aRb �� �� �!�� �� a = b + 1�

����6����)� ); ��)�A�)�# (#�; );� �5&�;� R�

;<=><> �:�:� ���6���)� !) ; �"���)��# (#�; );� ��)�A�)�#� (#�;� ���� 6"�6�#�

�5&�;� ���&5�)� ������);)� �); ��)�A�)�# (#�; );� �"���)��#� (#�;� );� �5&�;��

;<=><> �:�:� 8������� �"(����)�� �5&��� R �� R′ ���� �)� ������ S� $���)� )!)�

!) � ��!��"(�� 6�� ���)���� ���� ��6������r

�� 4 ���(��; R ◦R′ ���� �5&�; ��6"�������

�� R ◦R′ = R′ ◦ R�

;<=><> �:�:� 8������� �"(����)�� ����&� 6�)���� R �� R′ ���� �)� ������ S�

$���)� )!)� !) ; �5&�; R∩R′ ���� ����;� ����# 6�)��;�

;<=><> �:�: 8������� ������ A �� B� �� �"���);�; f : A → B� 4 �"���);�; f

���>� ��� ��)��)�5; �"���);�; f̂ : 2A \ ∅ → 2B \ ∅ ��)� )� ="��! )�!��� 8�������
����;� �"(����)� "�������� S �� T )�" �"�!��" A�

�� 1�5�� "#����	 !) f̂(S ∪ T ) ⊆ f̂(S) ∪ f̂(T )I �� ��� ���6���)� )�� ����.��

����"���)� ��)���;�� ��)����6�>��� m$;��6#� ��(����)� ��)���;�� )� ������

A� B� S �� T �� ); �"���);�; f &)� .�)� f̂(S ∪ T ) �⊆ f̂(S) ∪ f̂(T )�n

�� 1�5�� "#����	 !) f̂(S) ∪ f̂(T ) ⊆ f̂(S ∪ T )I �� ��� ���6���)� )�� ����.��

����"���)� ��)���;�� ��)����6�>��� m$;��6#� ��(����)� ��)���;�� )� ������

A� B� S �� T �� ); �"���);�; f &)� .�)� f̂(S ∪ T ) �⊆ f̂(S) ∪ f̂(T )�n

��



	� 1�5�� "#����	 !) f̂(S ∩ T ) ⊆ f̂(S) ∩ f̂(T )I �� ��� ���6���)� )�� ����.��

����"���)� ��)���;�� ��)����6�>��� m$;��6#� ��(����)� ��)���;�� )� ������

A� B� S �� T �� ); �"���);�; f &)� .�)� f̂(S ∩ T ) �⊆ f̂(S) ∩ f̂(T )�n

%� 1�5�� "#����	 !) f̂(S) ∩ f̂(T ) ⊆ f̂(S ∩ T )I �� ��� ���6���)� )�� ����.��

����"���)� ��)���;�� ��)����6�>��� m$;��6#� ��(����)� ��)���;�� )� ������

A� B� S �� T �� ); �"���);�; f &)� .�)� f̂(S ∩ T ) �⊆ f̂(S) ∩ f̂(T )�n

�� 8������)� ���� ��(&�� ��! )� ���;>������ ���)#��)� >� )� ����� ; ����);�#

��� #)�� ���;)�#� �� ��(� )&)�� �����)��;� A���)� m�� �")! ���� 6"��)!n ��)���;�;

"�!(��; >� ); �"���);�; f ; ����� (� ��)&)���� );� ����);�# ��� ��! ���;)�#

�� (�)�#� ���6���)� ����")�� )�"� �5"������ ����

��� ����������� �� ������ ������

����5�"� �����!)��� ��)� ��(��� ���� ���))��I ����5�"� �����!)��� ="����

��(��� ���� ��)�I ����5�"� �����!)��� ��)� ��(��� ���� ��(��� 6���)�� 6�

)�" 	I 3&)�� ���)#��)� ���� ��!�")� ="����>�� �� ����>�� 4 ����);�; ����)�)�

��! )� ) �������� !)�� �&�� �����!)���� ,� �� ����"�� );� &���� �")#� (�

��)�=�>�"�� �� ����&��"� 5�#���"� ��������

��?<8�� �:� @�<�D�7M> <NJ��9B -'� �'��� A �� B ���'��� ����#(;� �

���'��� � ����� ��� ��� "���������� � �"#��	� �� �+������!����

��������� �	�$' ����4

,� ����6�>��� )� ������ )�� ��)��� �������� {2, 4, 6, . . .} �� )� ������ )��
���)).� �������� {1, 3, 5, . . .} ���� ����#(; ��(.� ; �"���);�; f(x) = x − 1 ��"

�������k� )� ��.)� ������ �)� 6��)��� ���)����� ���=��.�� ��=�����#���)� ��)�)�5���

?� &�� 6��)��� ����6�>��� (������� )� ������ )�� ="��.� ��(�.�N = {0, 1, 2, . . .}
�� )� ������ )�� ��)��� ="��.� ��(�.� {0, 2, 4, . . .} ���� ����#(; ��(.� ; �"���);�;
g(x) = 2x ��" �������k� )� ��.)� �)� 6��)��� ���)����� ���=��.�� ��=�����#���)�

��)�)�5��� ��!�;� )� 6��)��� ��! )� 6�� �")� ������ ���� ����;(&� �� )� ������

)�� ��)��� (�)�.� �������� {2, 4, 6, . . .} �� �)��� );� ��=�����#���);� ��)�)�5���
h(x) = x+2 ; ����� )� �������k� �)� )���")���� 0��6# ; �h�(��; 6�� ��=�����;���)��

��)�)�5.� ���� ��=�����#���)�� ��)�)�5��� �")! �"����>�)� !) )� ������ )��

�	



="��.� ��(�.� N = {0, 1, 2, . . .} ���� ����;(&� �� )� ������ )�� ��)��� (�)�.�
�������� {2, 4, 6, . . .} SS ; ��=�����#���); ��)�)�5�� ��" �������k� )� ��.)� �)�
6��)��� ���� ; (g ◦ h)(x) = 2x + 2� 3!���� )� ������ )�� �	�	�
� �	�� *�
�� 6;��6#

)�� ="��.� ��(�.� � ����� ������)�"� �� )� )�)��>��� �����" ="���� ��(����

���� ����;(&� �� )� ������ )�� ="��.� ��(�.� N� �� �)��� );� ��=�����#���);�

��)�)�5��� Sqrt(x) =
√

x ; ����� �������k� )� ��.)� �)� 6��)����

���!�� ��" � ����!� ��% ������k�)� >� ); ��>���; ������� �"�!��� ��)���

)�"�� �")!� 5�;����� �����" ���� �� >� ); ��>���; ��������&��� �"�!���� !��" ;

��;(�!);)� ���� ������ ="��!� ��(�!��

��?<8�� �:� @�FDF�9<8AJ� �NJ���B 7� �'���� A ��	��� ��������&�� �

�"#��	� �#"���� +������ ������ n ≥ 0 ������� *��	 �� �'���� A 	��� ���"�����

�	 �� �'���� {1, . . . n}4

0����)� ).�� &)��� �� 6.��"�� &�� �;���)�!)�)� ����!�

��?<8�� �: @
DFO�P� 
�?M87<?8� �NJ���B 7� �'���� 	��� ������� ��(�#���
� ��� 	��� ���"����� �	 �� �'���� �
� +����*� ����*�4

/�;��������� )&��� )�� ����! )�" ������� ��(�;����" �"�!��" >� �� ��)��#��"��

�� &�� �5�)�� ���� >���!)��� ����!�

��?<8�� �:! @
�?M87<?8� �NJ���B 7� �'���� 	��� ��(�#��� � ��� 	���

"	��
� ����!���� ! "	"	������4

� )���")���� ��� ����!� ���� ���� �� � �����!)��� 6��(;)�!��

��?<8�� �:" @;DF?�� �NJ���B 7� �'���� A ��	��� ����� � ��� �	� 	���

"	"	������4

0��� ���=��&� !) )� ������ )�� ="��.� ��(�.� ���� ������ 0��� ����;� ��;(&�

m���� �>!)��� ���=��&�n !) )� ������ )�� ��.)�� ��(�.� ���� ����� �������

0����)� ).�� &)��� �� 6����"��r

�%



���C9<> �:� �	
��'�	 ����	�� ����� ! S0,S1, . . . "� ����!��� �'���4 5��	� �

��
��
⋃∞

i=0 Si 	��� 	"���� ����!���� �'����4


D�EF?G>H 8�������� 5���� A��A; );� >���!);)��� !) ���&�� ��! )� ������ Si� i ≥ 0�

6�� ���� ���!� �� ; &���; S0,S1, . . . ���� ��������&�� ������� )!)� �")# ���� ��

��(�#��� ������� ���(&)�"��� ����&���� !) ; &���; S0,S1, . . . ���� ����� �������

8������� 66��)�); 6�)��; )�� �)�5���� )�� �"�!��� &)� .�)� ; iS��)# >����#

);� 6�)��;� ���&5� )� �)�5��� )�" �"�!��" Si� i ≥ 0� m�=�� ��(&�� ��! )� ������

Si ���� ��������&�� # ������ 6�=���)�&� >����&� );� 6�)��;� 6"��)! �� &5�"�

6�=���)�� �#�;�n �� (���#��"�� !) 6��5�k�"�� ); 6�)��; ��)� )� ������) π ��"

=����)� �)� �5#��� 0��� ����� ���=��&� !) )� ������) �")! (� u������u ��! ��(�

�)�5��� );� &���;�
⋃∞

i=0 Si )�"��5�)�� ��� =���� m7���)�� (� u������u ��! �����

�)�5��� �����!)���� ��! ��� =��&� �� )� �)�5��� ��#�� �� �����!)��� ��! &��

������ );� �"���>#��n

/�;��������� ).�� )� ������) π >� �� �����"�� ���6����� ); �"���);�; f ��

��#�r

f(i) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a00, �� i = 0

)� ��.)� �)�5��� �)� ������) π ��" ���� 6�=���
��! !�� )� �)�5��� f(0), f(1), . . . , f(i − 1)� �� i > 0

0��� ������ �� 6���� !) ; �"���);�; f ���)���� ��=�����#���); ��)�)�5�� ��!

)� ������ )�� ="��.� ��(�.� �);� &���; S0,S1, . . .� J)�� ; &���; S0,S1, . . . ����

��(�#��� ������� !��� 5���k�)��

*������� ��� ���,����%�

�� ���6���)� !) ; 6�=��� ��)��� ��!� �; ��(�;����" �"�!��" �� ��!� ��(�;����"

�"�!��" ���� ������);)� ������ �; ��(�#����

�� /�;��������)� ��)���;�� ����6��>��)� >� �� 6����)� !) ; )��# 6�� �������

��(�;����� �"�!��� ������ �� ���� ��������&�� ������ # ������� ��(�#���

�������

	� /�;��������)� ��)���;�� ����6��>��)� >� �� 6����)� !) ; )��# 6�� �; ��(�;�����

�"�!��� ������ �� ���� ��������&�� ������ # ������� ��(�#��� ������ # �;

��(�#��� �������

��



��� ���������� ����������

3� (���#��)� �� � ���6����� ���)����� ��)� ������� );� ���6� �� ); l"5# )��

7�(;��)�.�� ��)��)�5�� ��! );� ���;� � ������ �"����A���"� )� ������ )��7�(;��)�.��

� )��� �")&� ��)!);)�� SS (���#��)�� ���6����� �� ������ SS ���� ���)��&� >�

�����6#��)� ���6� (������&�� �)� 7�(;��)��� �"�������A����&�;� ="��� ��

);� 8������ �����>�����

J�� ��(;��)�! �	*
��� ���)����)� ��! );� �"��	�� �� )� ���"����� 4

"��	�$� )�" (���#��)�� 6�� ���� ���� ��� ��(# ��5��;��)���>�� ; ����� ��)�6�����

);� �5� )�" �"��������)���

��!�� /�$�	� *��.�	����

7�� 	��	� ��!6��; "��(&)� );� �5� );� "�!(��;� �� 5�;������� );� "�!(��; >�

�� 6���� ��8 	��	�� );� �5� )�" �"��������)��� �� 6���� &�� ����6�>���

�9�KEF?�89 �:� ("��	�$�	 ���  � �"������!"��	 "	�����'� �	����� a �� b� � ������

ab 	��� 	"���� "	������4

�=�� � ��&��� a �� b ���� ���))��� "���5�"� ��&��� x �� y )&)�� .�)� a = 2x+1

�� b = 2y + 1� J)��

ab = (2x + 1)(2y + 1)

= 4xy + 2x + 2y + 1

= 2(2xy + x + y) + 1 .

�=��� ���!�� "���5� ��&���� z = 2xy + x + y )&)��� .�)� ab = 2z + 1� &��)� !) �

��&���� ab ���� ���))!�� !��� 5���k�)�� �

4 ��!6��# ��� �)� ����6�>�� ��� ���� ��)� ����� )�!�� ����	�����! SS ;

��!6��; ��)�������� �">�����&�� ��&��� z &)� .�)� ab = 2z + 1� 0��� ��=��.�

(��)# �� ; �� ����	�����! ��!6��; SS (� ���������� �� ��5��� ���6���� );�

�����; )�" �������" z 5���� �� 6.��"�� ����6#��)� ��;��=���� >� );� )�# )�"�

7� )&)�� ��!6��; 6�� (� ��;>����� ���� �!�� (� &��(�� ����5�"� ����).���

�)� ������ �")! ���� )� ����)��� 6"��)! ��" �������� �� ����"��� ?�)!��� ���

�+



��)����"��)�# ��!6��; ���� �� >&�� ���)�!)��; �� ��!6��; ���� !��" �")! ����

6"��)!� �� ����&� ����).���� ; ��)����"��)�# ��!6��; ���� ��6�=&��"�� >�

)�"� 6���� );� �!>�"�� �� �")&� )� ����).���� ; ��!6��; ���� ��!�; �����!)���

5�#��; �=�� ���&5� !5 �!�� ��#>;�; ���� �� � ������ SS 6��)� );� ����>��=� ��%��

��" �����"(��� 3&)��" ��6�"� ���6����� �����;�� ��)����"��)�&� # �;� ���)����� )�

��)�&���� );� ��!���;� ����>��=�"�

��!� *��.�	���� 0����1�

����� (���#��)� �5"��k��)� !) "���5� ����� ��)������� �� �">�����&��� 6!);)���

 ����� ������ �� ���6���� &�� )&)�� (�.�;�� ����6���k��)�� &�� ���"� ����	�!�

)�" ��)���&��"� ?�)!��� ���� �� >&�� ����;� 6"��)! �� ���6����"�� );� �����;

)�" ��)���&��" 5���� �� )� ��)����"���"��� � 6�� �")&� 6�=���)�&� =����=���

�6;>��� �)�"� 6�� �"�!)���"� )���"� ���6������ �����;��

• �9C9<=FI9<C?=A� 9D�EFOGF?�H �")&� ����6���k�"� ��� �����"(�� ��! A#��)� ;

����� ��)����"�k� ��)�������; )� k;)������ ��)��������

• 	> �9C9<=FI9<C?=A� 9D�EFOGF?�H )&)��� ���6����� ���(�"� >� );� �����; )�"

��)���&��" �� )� k;)������� 6!);)�� 5���� ��)!�� �� )� ��)�����k�"� # �� )�

����6���k�"��

$�� "���5� ����)���� )�!��� ���>��=#� )�� ��)����"��)�.� ���6������ ��! );�

����"����; ��!� �">�����&��" ����6��>��)���

�9�KEF?�89 �:� 9&�������� 0�#+��: ("��	�$�	 ���  � �#�	 #���� ����� n > 2� �"#��	�

9&��������  �#+�� �	 n ����+��4

�� (���#��"�� �"(����)� ��&��� n > 2�  �)����"�k�"�� &�� >��=� G = 〈V,E〉 �� n

���"=&� �� ��#�r

V = {0, 1, . . . , n − 1} ,

��

E = {{i, i + 1} | 0 ≤ i ≤ n − 2}⋃
{{n − 1, 0}}⋃ {
{i, i +

n

2
} | 0 ≤ i ≤ n

2
− 1
}

.

�-



�� =��)��)���� !) � ���"=&� )�" >��=�" ��" ��)����"����� A������)� )���(�);�&���

��)� 6�6�5�! )�!�� ���� �);� ���=&��� ��!� �����"� &)� .�)� !��� � ����)����

��)��� 6�6�5�.� ���"=.� �� ���� ����� 3!)�� ���=��.�� ��(� ���"=# ���� �"�6�6��&�;

�� )� 6�� >�)���&� );� ���"=&� ��(.� �� �� );� ��)6���)��# );�� J)�� ; �"(����);

���"=# )�" >��=�" &5� A�(�! 3 �� � >��=�� ���� 3S������!�� !��� 5���k�)�� �

�9�KEF?�89 �:� ;<
�� ��!��� �	 #�����4

�� (���#��"�� );� ����; );� �l��;� �� 6����; ���� �)�  ��)����! >�!���� )�"

�"�!��" )�� ���>��)�.� ��(�.� �� )�� ��")! )�"� 4 ����; �")# ���� 6���#�� ��(.�

>� �� ���)�� 5���k�)� �� ����� ��� ���� ; 6����; �� ���� ���� � ��(�!� ��"

(� "l�(�� �); 6����;� ���� ���� � ��6�=&��"��� 6!);)�� (#�;� ��" ��������

�� 6����"�� >w �")# );� ����;I 3&)��� 6!);)�� ����"� �� ���� ���=����� !)��

�>��)����l�"�� )� ������ )�� ��������� 7� ��6�=&��"�� �����)��; ���� �����;

);� �l��;� ���#)�" ��(��� �� ���;)� ��(���  �(.� ������)�� ; ����; );� �l��;�

�� 6����; 6�� ������ )�  ��)����! >�!���� )�" �"�!��" )�� ���#)�� ��(�.� �� )��

��")! )�"� ,� �� )� ���6����"��� 5���k�)� �� 6����"�� !) "���5�"� ���;)� ��(��� x

�� y )&)�� .�)� � ��(�!� 6�� ���� ���;)�� m6;��6#� ���� �;)!�n� 8� ���6����"�� )�

k;)������ �� )&)�� )�!�� .�)� !)�� ; ��!6��; �����;��(�� �� �;� >����k�)� ��� ����

� ��&��� x �� y� ��. (� ���)� ��!�")� ������&�� >� );� �����# )�"�� ���>��)�

�� (���#��"�� )� k��>; 〈x1, y1〉 = 〈
√

2,
√

2〉 �� 〈x2, y2〉 = 〈
√

2
√

2
,
√

2〉� ?� >���)!� �
��(�!�

√
2 ���� ���;)��� �);� �����)��; !��" � ��(�!� xy1

1 =
√

2
√

2
���� �;)!�� )�

k;)������ &5� 6�5(��� J)�� �� "��(&��"�� !) � ��(�!�
√

2
√

2
= x2 �	� ���� �;)!��

����);����� !) xy2

2 = (
√

2
√

2
)
√

2 =
√

2
2

= 2� � ������ ���� �;)!�x $�� >����k�"��

����� �� )�� 6�� ��(�.� xy1

1 �� xy2

2 ���� �;)!�� ?�)!��� &5�"�� 6���� !) ���A.�

&��� ��! )�"� 6�� ���� ���>��) �;)!�� �� !) �")!� ������)� �� )� ���)&����� );�

�l��;� ���#)�" �� ���;)�� 4 ��!6��; �����;� ���� ).�� �����;���&�;� �

��!�� *��.�	���� �� *�%	2��1

� ���6����� �� ��)�=��; ���)����� &�� ���� ��5�;�)� �� ���l! )��� ��(;��)�.�

���6������� �� )&)��� ���6������ ���6�����"�� &�� (�.�;�� "��(&)��)�� ��)��5#�

!) )� (�.�;�� �	� �5�� �� 6��5���)�� �); �"�&5�� !) ; "�!(��; ��" ������ �6;>��

�� ��� ���=��.� ���(���&�; �"�&���� ��)��)�5�� 6�� "���5� ����)���� )�!���

���>��=#� )�� ���6������ �� ��)�=��; ��! );� ����"����; ��!� �">�����&��" ����6��>��)���

�'
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�� (���#��"�� )�"� �������"� a = 2ν + 3ν �� b = 2ν+1 + 3ν+1� 8� ���6����"�� !) �

a �� b ���� �5�)�� ��.)�� ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) � a �� b

6�� ���� �5�)�� ��.)�� J�)� )!)� δ > 1 &��� ���!� 6��&);� )�� a �� b�

• ���=��.�� � δ ���� �� 6��&);� )�" 2a� ��� �� );� 6�=���� b − 2a = (2ν+1 +

3ν+1) − 2(2ν + 3ν) = 3ν � J)�� δ = 3μ� !��" 1 ≤ μ ≤ ν�

• �=�� � δ 6���� )�� a �� )�� ��&��� 3ν � �")!� (� 6���� �� ); 6�=��� a−3ν =

(2ν +3ν)−3ν = 2ν � J��)� !) � ��(�!� 3μ 6���� )�� ��(�! 2ν � !��" 1 ≤ μ ≤ ν�

?�)!��� � ��(��� 3μ �� 2ν 6�� &5�"� ������ ����>��)��� ��)�=��;�

�

� ���6����� �� ��)�=��; ���� �"�;(&�)�)�� !)�� (&��"�� �� ���6����"�� 6!);)��

)�� ="��.� ��(�.�� �� 6���� &�� 6��)��� ����6�>���

�9�KEF?�89 �:� 7� (�# 
 � ��#��4

8������� !) � ��(��� a �� b ���� ���A���� ��.)�� 8� ���6����"�� ��� )!)� )�

������ a2

b2
− a

b
���� ���>�>��

���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) )� ������

A =
a2

b2
− a

b

=
a(a − b)

b2

6�� ���� ���>�>�� J)�� "���5� ���!� 6��&);� δ )�� !��� a(a − b) �� b2 ��.)��

�� 6�=���� );� ����6��� �=�� � δ 6���� )�� b2� �")!� (� 6���� �� )�� b� �=�� �

a �� b ���� ���A���� ��.)�� &��)� !) � δ 6�� 6���� )�� a� �=�� � δ 6���� )��

a(a − b)� �")! �"����>�)� !) � δ 6���� )�� a − b� �=�� !��� � δ 6���� �� )�� a�

&��)� !) � δ 6���� �� )� �(����� (a − b) + b = a� ��)�=��;� �

�H
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� ���>�>�&� ���6����� ���)����� ��� �6�# ��);>���� ���6������ ; ����� ����

�"�.6;� !)�� ������ ��5����)� �� ��)������� )� ����� ���k��)� ���6������ ��)

�"�;(&�)�)� �);� 0��)#�; �����>�).�� ����&� ��! )� ��&�� ������ ���>�>�&�

���6����� ��5�����)� �� )�"� �������"� �� )� 6!);)&� )�"�� �� ���5����� ��

���>�># �)�"� �������"�� ?�)!��� �); 8����� �����>����� 5���k!���)� �"5��

���>�>�&� ���6����� >� ���6����� ����&��� 6��&� 6�=!��� )����� !���� >�

����6�>��� )� 6&�6��� � >�.���� m6��)� ����>��=� 	��n� � ������&� ��=����� m6��)�

 �=���� -��n� ������ �);� ����>��=� �")#� (� ��5��;(���� ��.)� �� ���>�># �)�"�

�������"�� �); �"�&5�� (� ����)#��"�� ); 6���# ���>�>#�

�D9�P�7 <C�I� 
=F�9O�I�

4 (��! ��� %������!� 1" 
 !� 6�)"�.��)� �� 6�� 6"��)&� ���=&�� � ������ ����

>���)&� �� ; ��	�!� ���+! �� ; �����! ���+! ��)��)�5�� 4 6�)����; );� ��(�����

���=#� &5� �� ��#�r
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<MFJ7� 	��Q7BHJ�)� ��(;��)�# ��!)��;
Π(n) �� �� (�)�# ��&��; ������)�� n� ; ����� �������� )� ��#� 6�� �"�(#���r

• 4 Π(1) ���� ��;(#��

• ,� ����6#��)� ��&��� n ≥ 1� �� ; Π(n) ���� ��;(#�� )!)� �� ; Π(n + 1)
���� ��;(#��

3!)�� ; ��!)��; Π(n) ���� ��;(#� >� ��(� (�)�! ��&��� n�

���� �"5��� ; ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� �����)� �� 5	�	� 1" 
 ! #

2�!��� 1" 
 !�§ 4 ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� ���� ; �6� &�� ��(;��)�!

(�.�;��� 8� 6.��"�� 6�� 6�=���)�&� ���6����� );� ��5#� );�7�(;��)�#� 0��>�>#��

4 ��.); ��!6��; A���k�)� �)� ������ )�� @"��.� ��(�.�� 4 6��)��; ��!6��;

5�;������� )� ������ )�" 0��5��)�" @"���� ��(����

4 ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� �=���!k�)� ��� (���;��)�� )� ����� ��!��)�

�� ���6�5(��� ��;(# >� !��� )� 6�6�5�&� ����).��� � ������ ��)�)�5��� ��)�

§.���� 
��  ������
��� � )������� // �� ������!  ����� �	�����! ��

����� 0�
�����  �	 �
��'�

� 1����� � ��� ������ � *+23�
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���� �)� ������ )�� ="��.� ��(�.�� 7�� ��!6��; ��" 5�;������� );� ��5# );�

7�(;��)�#� 0��>�>#� 6�5���k�)� ��)� ���!�� �� )��� �&�;r

• =#��: 0��� ���)�k�)� m�� ���6�����)�n ; ��!)��; Π(1)�

• 1" 
 ��! �"��	��: ���(&)�"�� !) ; ��!)��; Π(n) ���� ��;(#� >� �"(����)�

(�)�! ��&��� n�

• 1" 
 ��� )!�: �);�k!���� �);� ���>�>�# "�!(��;� ���6�����"�� !) ;

��!)��; Π(n + 1) ���� ��;(#��

�;��.��"�� )&��� �) �); A��; );� ���>�>#� ������ �� 5�;�����;(�� �����6#��)�

(�)�!� ��&���� a ��)� );� ����6��� �);� �����)��; �")#� (� &5�"�� ���6���� !) ;

��(;��)�# ��!)��; Π(n) ���� ��;(#� >� !��"� )�"� ="����� ��(���� ��! a ��

���� 0����)� ).�� &)��� �� 6���� &�� ��.)� ����6�>�� �=����>#� );� ��5#� );�

7�(;��)�#� 0��>�>#��

�9�KEF?�89 �: 2�*�� 1" 
 ��! ("��	�$�4

8� 5�;�����#��"�� );� ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� m��(��#� ���=#n >� ��

���6����"�� ); ��(;��)�# ��!)��; P (n)r

P (n)r ,� ��(� ��&��� n ≥ 1� � ��(�!� φ(n) = 42n+1+32n+1 ���� 6���)!�

6� )�" -�

=#��: J5�"�� !) φ(1) = 43 + 33 = 64 + 27 = 91 = 7 · 13� )� ����� ���� ����������

)�" -� O��� ; ��!)��; P (1) ���� ��;(#��

1" 
 ��! �"��	��: ���(&)�"�� !) >� ����� ��&��� n ≥ 1� ; ��!)��; P (n) ����

��;(#�� ���(&)�"��� 6;��6#� !) � ��(�!� φ(n) ���� 6���)!� 6� )�" -�

	�



1" 
 ��� )!�:8� ���6����"�� !) ; ��!)��; P (n+1) ���� ��;(#�� 8� ���6����"���

6;��6#� !) � ��(�!� φ(n + 1) ���� 6���)!� 6� )�" -� ���>��)�

φ(n + 1) = 42(n+1)+1 + 32(n+1)+1

= 4(2n+1)+2 + 3(2n+1)+2

= 42 · 42n+1 + 32 · 32n+1

= (7 + 32) · 42n+1 + 32 · 32n+1

= 7 · 42n+1 + 32 · (42n+1 + 32n+1)

= 7 · 42n+1 + 32 · φ(n) .

�=�� � ��(�!� φ(n) ���� 6���)!� 6� )�" -� &��)� !) �� � ��(�!� 7·42n+1+32φ(n) =

φ(n + 1) ���� 6���)!� 6� )�" -�

J��)� ).�� ��! );� ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� m��(��#� ���=#n !) ; ��!)��;

P (n) ���� ��;(#� >� ��(� ��&��� n ≥ 1� �

�"��5�k�"�� �� &�� 6��)��� ����6�>�� �=����>#� );� ��5#� );� 7�(;��)�#�

0��>�>#��

�9�KEF?�89 �:! -	'�	�� 1" 
 ��! ("��	�$�4

8� 5�;�����#��"�� );� ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� m��(��#� ���=#n >� ��

���6����"�� ); ��(;��)�# ��!)��; Π(ρ)r

Π(ρ)r ,� ��(� ��&��� ρ ≥ 1� )� >�!���� ρ 6�6�5�.� �������� ����

6���)! 6� )�" 1 · 2 · . . . · ρ = ρ! mρ "� ������n�

J�)� Γν,ρ )� >�!���� ρ 6�6�5�.� �������� � ���!)���� )�� ������ ���� �

��&���� ν� 7� 5�#�; )�" �"�A������ Γν,ρ� �������� �� �����6�)"�.��"�� ); ��(;��)�#

��!)��; Π(ρ) �� ��� m��6����;n ��(;��)�# ��!)��; ; ����� �����&5� 6�� (�)����

��&���"�� )�"� ν �� ρ� �� �����&)��"��

Π(ν, ρ)r ,� ��(� k��>�� (�)�.� �������� ν ≥ 1 �� ρ ≥ 1� ; ���!);)� Γν,ρ

6����)� ��! )� ρ ����>��)�!�

	�



4 ���=��#� ����)#�;�; ���� ��� &5�"�� ).�� �� 6����"�� ��� ��(;��)�# ��!)��; ��

6�� �����&)��"�� ��. ; ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� �=���!k�)� �� ��(;��)�&�

���)���� �� ��� ������)��� ��� (� ���6����"�� ���!� );� ��!)��;Πν,ρI 8� ��5��#��"��

��"�! 	" 
 ! SS 6;��6#� (� &5�"�� ��� ���>�># u=�����&�;u �&�� �� ��� ���; ���>�>#�

�"5�� ���=��!���)� �)� 6�� ���>�>&� �� 	�
�	���! 	" 
 ! �� 	$
�	���! 	" 
 !�

��)� )�� �")��!;)� )�!���

��� ����#��"�� ); 6��# ���>�>#� (� ��5��#��"�� ����&��� ����);�#��� �

������ (� 6�"������"� );� ���>�>�# ��� ��!6��; �); �"�&5��� J5�"�� !)

Γν,ρ+1 = ν · (ν + 1) · . . . · (ν + ρ)

��

Γν+1,ρ+1 = (ν + 1) · (ν + 2) · . . . · (ν + 1 + ρ) .

y�)��

νΓν+1,ρ+1 = (ν + 1 + ρ)Γν,ρ+1

= νΓν,ρ+1 + (ρ + 1)Γν,ρ+1 .

J��)� !)

Γν+1,ρ+1 = Γν,ρ+1 + (ρ + 1) · Γν,ρ+1

ν
= Γν,ρ+1 + (ρ + 1) · Γν+1,ρ .

0����)� ).�� &)��� �� ��5��#��"�� ); 6��# ���>�>#� 4 ���)���# ���>�># (� ����

���>�># ���� �)� ν� ��. ; ���)���# ���>�># (� ���� ���>�># ���� �)� ρ�

7� ���>�># ���� �)� ν�

=#��: �); A��; );� ���>�>#� !��" ν = 1� (� 6����"�� !) ; ��!)��; Π(1, ρ) ���� ��;(#�

>� ��(� ��&��� ρ ≥ 1� J5�"�� !) Γ1,ρ = 1 · 2 · . . . · ρ� )� ����� 6����)� )�)���&��
��! )� >�!���� 1 · 2 · . . . · ρ >� ��(� ��&��� ρ ≥ 1�

1" 
 ��! �"��	��: 3��(&)�"�� !) >� ����� ��&��� ν ≥ 1� ; ��!)��; Π(ν, ρ) ����

��;(#� >� ��(� ��&��� ρ ≥ 1� ���(&)�"�� 6;��6# !) >� ��(� ��&��� ρ ≥ 1� ;

���!);)� Γ(ν, ρ) ���� 6���)# 6� )�" >���&��" 1 · 2 · . . . · ρ�

1" 
 ��� )!�: 8� ���6����"�� !) ; ��!)��; Π(ν + 1, ρ) ���� ��;(#� >� ��(�

��&��� ρ ≥ 1� 7� ���>�># ���� �)� ρ�

		



=#��: �); A��; );� ���>�>#� !��" ρ = 1� &5�"�� !) Γν+1,1 = ν + 1� )� �����
6����)� )�)���&�� ��! )� ρ! = 1�
1" 
 ��! �"��	��: ���(&)�"�� !) >� ����� ��&��� ρ ≥ 1� ; ��!)��; Π(ν +
1, ρ) ���� ��;(#�� ���(&)�"�� 6;��6# !) ; ���!);)� Γν+1,ρ 6����)� ��! )� ρ!�
1" 
 ��� )!�: 8� ���6����"�� !) ; ��!)��; Π(ν + 1, ρ + 1) ���� ��;(#�� 8�
���6����"�� 6;��6# !) ; ���!);)� Γν+1,ρ+1 ���� 6���)# ��! )� (ρ + 1)! mρ + 1
����>��)�!n� �� ("�;(���� !)

Γν+1,ρ+1 = Γν,ρ+1 + (ρ + 1) · Γν+1,ρ .

4 ���>�>�# "�!(��; );� ���)���#� ���>�>#� ����=���k� !) ; ���!);)� Γν,ρ+1

6����)� ��! )� (ρ + 1)!� 4 ���>�>�# "�!(��; );� ���)���#� ���>�>#�
����=���k� !) ; ���!);)� Γν+1,ρ 6����)� ��! )� ρ!� J)�� ; ���!);)�
(ρ + 1) · Γν+1,ρ 6����)� ��! )� (ρ + 1) · ρ! = (ρ + 1)!� J5�"�� ���!� �"�����
!) )� �(����� Γν,ρ+1 + (ρ + 1) · Γν+1,ρ 6����)� ��! )� (ρ + 1)!�
J��)� ).�� ��! );� ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� !) ; ��!)��; Π(ν + 1, ρ)
���� ��;(#� >� ��(� ��&��� ρ ≥ 1�

J��)� ).�� ��! );� ��5# );� 7�(;��)�#� 0��>�>#� !) ; ��!)��; Π(ν, ρ) ����

��;(#� >� ��(� ��&��� ν ≥ 1 �� >� ��(� ��&��� ρ ≥ 1� �

4 6�)����; );� �5"�#� ���=#� &5� �� ��#�r
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Π(n) �� �� (�)�# ��&��; ������)�� n� ; ����� �������� )� ��#� 6�� �"�(#���r

• 4 Π(1) ���� ��;(#��

• ,� ��(� ��&��� n > 1� �� ; Π(k) ���� ��;(#� >� ��(� ��&��� k� !��"
1 ≤ k< n� )!)� ; Π(n) ���� ��;(#��

3!)�� ; ��!)��; Π(n) ���� ��;(#� >� ��(� (�)�! ��&��� n�

� ���6����� )!�� );� ��(����� !�� �� );� �5"�#� ���=#� );� ��(;��)�#� ���>�>#�

5�;�������� );� ��! ��� ��!� ��#�$�� >� )� ������ )�� ��������� ; ����� A�A�.��

��� ��(� �; ���! ������ �������� &5� &�� ���5�)� �)�5����

2�8?=7 �D9�P�7

�); 8����� �����>����� �=(����� ��(;��)�&� 6��&� � ������ ���k��)� ���>�>���

?� �� )�" ������ )�"�� � 6!);)�� )�� ���>�>�.� �").� 6��.� ���������� ��)� )�

	%



="��! )�!�� ���>�>�&� ���6������ 4 ���=��#� 6"������ >� )&)��" ��6�"� ���6�����

���� !) � ���>�>�&� ���6����� ��" #6; >����k�"�� 5�;�������� ���>�># �)�"�

�������"�� ��. � ����!� )&)��� 6��.� 5�;������� �����! 	" 
 !� 6;��6# ���>�>#

���� �);� �6� ); 6��#� J)�� 5���k!���)� �� ����)����"�� )� ���>�>�&� )�5��&�

��" #6; >����k�"�� .�)� �� ������� �� ����l�"� �� )&)��� ����).���� �")! �� (�

����"�� �)� "�!���� );� ����>��=�"�

*������� ��� ���,����%�

�� ���6���)� !) )� ������ )�� ��.)�� ��(�.� ���� ������

"'��& �&�������� �"� +� $�/*���� *� �+��$�*� '�" �� *%+�-� �2+ &�3�2+ ��"��3+

��+�" &�&���*��+�# 0*�2 '�" ���' ��+�"

Primes = {a1, a2, . . . , an} ,

�"� !/&�"� $�*"!' ��"��' n > 1# �1���������� ��+ ��"��'

a = a1a2 . . . an + 1 ,

� �&���, ��+�" &��$�+3, 4"/$���, �&' ���, ��"���%, a1, a2, . . . , an#

�+ � ��"��', a ��+�" &�3��, �'�� �� ����%��+� 4��1��!� �$�% .����!� &���+ �2+ ��"��3+

a1, a2, . . . , an !�" /--�, &�3��, 4"/$���, �&' ����%,# �, �&���*���� -�"&'+ '�" � ��"��',

a ��+�" *%+����,# 0*�2 δ > 1 �+�, 4"�"����, ��� ��"���% a# 5� 4��6���� '�" � δ
��+�" 4"/$���, �&' ���, ��"���%, a1, a2, . . . , an �&'�� �� ����%��+� �� �1�" &/-" 4�"1���#

�&�������� -�"&'+ �"� +� $�/*���� *� �+��$�*� '�" � δ ��+�" �+�, �&' ���, ��"���%,

a1, a2, . . . , an# 0&���" '�" � δ 4"�"��� �� �"+'��+� a1a2 . . . an# �$�% � δ 4"�"��� !�" ��+ a 

�&���" '�" ���', �� 4"�"��� !�" �� 4"�$��/ a − a1a2 . . . an = 1# 0�*" δ ≤ 1# �+��$�*�# ♠

�� 8������� �"(����)� k��>�� �; ��(�;����" �"�!��" S �� ��(�;����" �"�!��"

T � ���6���)� )!)� !) ; 6�=��� S \ T ���� �; ��(�#��� �������

	� ���6���)� �� ���>�># !) )� 6"���������� ��!� �"�!��" �� n �)�5��� &5� ���A.�

2n �)�5����

%� ���6���)� �� ���>�># );� ������)� ��!)��;r J�)� ��&���� n ≥ 10� 3!)��

2n > n3�

�� ���6���)� �� ���>�># !) >� ��(� (�)�! ��&��� n ≥ 1� �5�� !)

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n(n + 1)
= n

n+1
.

	�



+� ���6���)� �� ���>�># !) >� ��(� ��&��� n ≥ 2� � ="��!� ��(�!� φ(n) =

72n + 16n − 1 ���� 6���)!� 6� )�" 64�

-� ���6���)� �� ���>�># !) >� ��(� ��&��� n ≥ 2� )� >�!���� (n + 1) · (n + 2) ·
. . . · (2n − 1) · 2n ���� 6���)! 6� )�" 2n�

'� ���6���)� �� ���>�># !) >� ��(� ��&��� n ≥ 1� � ="��!� ��(�!� φ(n) =

x2n−1 + y2n−1� !��" � x �� y ���� ="���� ��(���� ���� 6���)!� 6� )�" x + y�

H� ���6���)� �� ���>�># !) ��(� (�)�!� ��&���� n ������ �� >��=�� �� )� �(�����

��)���#��� 6"������ )�" 2�

�*� ���6���)� �� ���>�># );� ������)� ��!)��;r J�)� ��&���� n ≥ 2 �� ���>��)���

��(��� 0< α1, α2, . . . , αn< 1� 3!)�� (1−α1) (1−α2) . . . , (1−αn) > 1−α1 −α2 −
. . . − αn�

��� ���6���)� �� ���>�># );� ������� ��� >/?/�@���@@r

J�)� ��&���� n ≥ 2 �� ���>��)��� ��(��� 0< α1, α2, . . . , αn < 1�

3!)��

(1 + α1)(1 + α2) . . . (1 + αn) > 1 + α1 + α2 + . . . + αn .

��� �=����>&� );� ���!);)�� )�" zF<FTWoT[WW� ���6���)� )� ��!��"(�� ���)����r

m[n J�)� ��&���� n ≥ 2 �� ���>��)�!� ��(�!� a� !��" 0 < a < 1� 3!)��

(1+a)n > 1+na� m4 ���!);)� �")# ���� >���)# �� ������� ��� A/���BCC?�n

��� �=����># );� ���!);)�� )�" gFTiDhGG<� ���6���)� !) >� ��(� ="��!

��(�! n �5�� !) (
1 +

1

n

)n+1

>

(
1 +

1

n + 1

)n+2

.

mZn ����5� ���>��)�!� ��(�!� n ≥ 2 )&)��� .�)� (1.001)n > 100�

��� ���6���)� �� ���>�># );� ������)� >����)��# 6!);)� ��" &5� ��(� 6�)��;

�"(�.� �)� �����6�r

	+



,� �"(����)� ������ ��! n �"(���� �)� �����6�� !��" n ≥ 1 ��&�����

���� 6"��)! �� 5����)���"�� �� 6�� �!�� 5�.��)� m>� ����6�>���

����� �� �����n )� ����5&� ��" �")&� ����6���k�"� &)� .�)� >�)���&�

����5&� �� ��A�"� 6�=���)�� 5�.��)��

"'��& 7��*"��&�"�%�� ��+ ��18 ��, 	������"!8, �&��2�8, 9�*��+8, ���$8:# 	� �&��2�8

&/+2 *�� n#

����� 0*�2 '�" n = 1# �'�� �1���� �'+� ��� ������ � �&��� 4"�12����" �� �&�&�4� *�

4%� 9��"��+"!�,: &��"�1�,# 7��*"��&�"�%�� �� 4%� 1�3���� �"� +� 1�2����*���� �", 4%�

&��"�1�, �� 4"�$����"!' 1�3�� ��+ !/�� ���#

��������
 ������� �&�������� '�" �"� !/&�"� *��!�!�"��+� n � "*1��"*�', "*1%�"#

���������  
��� 5�2��%�� ��������� *%+�-� �&' n+1 ������, *�� �&�&�4�# ;���� �18��#

5� �&�4��6���� '�" ��+�" 4�+��' +� 1�2����*���� �� ��%�� !�" /*&�� �", &��"�1�, &��

1

�6789 �:�r � n + 1 �"(���� �)� �����6� �� � ����5&� ��" �")&� ���k�"��

����, &��*4"������+ ��*" 3*�� ��"��+"!�, &��"�1�, +� -/.��+ 4"�$����"!/ 1�3����#

�$�"��%�� �� ��� �&' ����, �", ������, �*�2 ��+ ������ 1 ��*" 3*�� +� &������+��+

�'+� n ������,# � �&��2�"!8 �&'��*� *�+�&/����" '�" ��+�" 4�+��' +� 1�2����*���� �",

&��"�1�, &�� ������+ �" n ����, ������, 9�� ��%�� !�" /*&��: ��*" 3*�� ��"��+"!�, &��"�1�,

+� �1��+ 4"�$����"!' 1�3��# ;���� �18��#

�&�+�$������ �3�� ��+ ������ 1# � ������ 1 �����" 4%� &��"�1�, ��+ ����	��
 !�" ��

!�"��# �--/����� �� 1�3���� *��+ ��"*���8 &-���/ 94�-�48 �+�"!��"*��%�� �� ��%�� ��

/*&�� !�" �� ��%�� �� /*&�� &�+��% *��+ ��"*���8 &-����/:# ;���� �18��#

	-



�6789 �:�r J��� 5����)��!� �� 6�� 5�.��)� >� )� ����5&� ��" ���k�"� � n �"(�����

1

�6789 �:�r 4 ��&�)��; )�" 5����)���� >� )� n �"(���� !)�� �����=&��"�� );� �"(���
1

�3�� '-�, �" &��"�1�, &�� ������+ �" n + 1 ������, ��+�" 1�2���"*��+�, 9�� ��%�� 8

/*&��:# �*1��"�'��*�� '�" �&�"�*48&��� 4%� ��"��+"!�, &��"�1�, ��+�" 1�2���"*��+�, ��

4"�$����"!' 1�3��# ��/����"<

• 0*�2 '�" �" 4%� &��"�1�, .��*!�+��" *�� 4�6"/ &-���/ ��, ������, 1# �'�� �

�&��2�"!8 �&'��*� *�+�&/����" '�" 1�2����*��!�+ ��1"!/ �� 4"�$����"!' 1�3��#

�$�% �� 1�3���/ ���, 4�+ /--�6�+ �� ��+ �&�+�$��/ ��, ������, 1 �&���" '�"

&�����"+�+ ��-"!/ 1�2���"*��+�, �� 4"�$����"!' 1�3��#

• 0*�2 '�" �" 4%� &��"�1�, .��*!�+��" *��+ ��"*���8 &-���/ ��, ������, 1# �'�� �

	'



�&��2�"!8 �&'��*� *�+�&/����" '�" 1�2����*��!�+ ��1"!/ �� 4"�$����"!' 1�3��#

�$�% �� 1�3���/ ���, /--�6�+ !�" �� 4%� �� ��+ �&�+�$��/ ��, ������, 1 �&���"

'�" &�����"+�+ ��-"!/ 1�2���"*��+�, �� 4"�$����"!' 1�3��#

• 0*�2 '�" �" 4%� &��"�1�, .��*!�+��" *� �+������, &-����, ��, ������, 1# �'�� ��

!�"+' ���, *%+��� ��+�" ��8�� ��, ������, 1# ���' *����+�" '�" �" 4%� &��"�1�,

�&���-�%*�+ ��� !�"+8 &��"�18 &�"+ �&�+�$������ ��+ ������ 1# 0�*" �" 4%�

&��"�1�, ��1�+ �� �4"� 1�3�� &�"+ ��+ �&�+�$��/ ��, ������, 1# 	��/ ��+ �&�+�$��/

��, ������, 1 � ��� �&' ����, 9���8 &�� .��*!���" *�� 4�6"/ &-���/: 4"��8��*� ��

��1"!' ��, 1�3�� �+3 � /--� 9���8 &�� .��*!���" *��+ ��"*���8 &-���/: /--�6�

1�3��# 0&���" '�" �" 4%� &��"�1�, ��+�" ��-�!/ 1�2���"*��+�, �� 4"�$����"!' 1�3��#

01���� �&�4��6�" -�"&'+ '�" *� !/�� &���&�2*� ��"��+"!�, &��"�1�, ��+�" 1�2���"*��+�,

�� 4"�$����"!/ 1�3����# ���' *��&-��2+�" ��+ �&'4�"6� ��� �&��2�"!�% .8����,#

� &�'��*� �&���" �3�� �&' ��+ ��18 ��, 	������"!8, �&��2�8, 9�*��+8, ���$8:# ♠

�	� 8������� >����)��# ��!�6� γ1, γ2, . . . , γν �� (�)���� !��"��  �)����"�k�"��

��(�;)�# ��!�6� α1, α2, . . . , αν &)� .�)� α1 = γ1 �� α2 = γ2� ���6���)� ��

���>�># !) >� ��(� n ≥ 3� αn< γn�

D"��	�$�: ���6���)� �� 5�;��������)� ��)���;�� );� ��#� A�;(;)�# ��!)��;r

�� �� ��� ��� ��¶ ������ !��� ���� ��>���)���� )�� )�.� ������
)!)� )� �(����� )�" ��>��)�" �")�� !��" �� )�" ���5��)�" !��" ����

��>���)��� )�" �(������)�� )�� 6�� ������

�!)� �5�� ; �!);)�I

�%� 8������� �����"(�� ��(�.� α1, α2, . . . )&)�� .�)� α2 − α1 ≤ α3 − α2 ≤ . . .�

���6���)� ���>�>�� !) >� ��(� ��&��� n ≥ 1�

(n + 1)(α2 + α4 + . . . + α2n) ≤ n (α1 + α3 + . . . + α2n+1) .

��� J�� "�� ��� 	��	��  ���!� ���� �� ��������&�; �����"(�� ��)��.�

Π = π1, π2, . . . , πκ ,

!��" ��(� 	����! πi� 1 ≤ i ≤ κ� &5� ); ���=#

πi : xiout ←− xiin1
◦ xiin2

,

!��"r
¶�������� ����� ��� ��!�� ���#� �������� �� ������ α

β
= γ

δ
�

	H



• 3� xiout � xiin1
�� xiin2

���&�5��)� ��! �� ��������&�; �"���># X ��!

���
������ ��(� &��� ��! )�"� �����"� =&�� ��5�� m6;��6#� ��� ��!

);� ��)&���; )�" ���>�����)��n �� �"(����); ��&��� )�#� 3� xiout ���� �

���
���!� 	$���� );� ��)��#� πi� ��. )� xiin1
�� xiin2

���� � ���
�����

	������ );� �6�� ��)��#��

• ◦ ∈ {⊕,�,⊗,�}� !��" ⊕,�,⊗,� ���� � 6"�6��� )����)&� );� ��!�(��;��

�=�����;�� �������������� �� 6�����;�� ��)��)�5��

 �(� ��)��# πi : xiout ←− xiin1
◦ xiin2

� !��" 1 ≤ i ≤ κ� &5� �� ���)&����� );�

�#�	�� );� )�#� xiin1
◦ xiin2

�)�� ��)�5��;)# ��!6�" xiout � mxiin1
�� xiin2

���� �

)�&� )�� ��)�)��5�� ��)�5��;).� ��!6�" ��)� );� ��)&���; );� ��)��#� πi�n

3� ��!>����� Π �"��� �,	� );� )�# ��" ���)�(�)� �)�� ��)�5��;)# ��!6�"

xκout ��)� );� ��)&���; );� ��)��#� πκ� 4 )�#� ���!�� ��" "����>�k�)� ��!

)� ��!>����� Π ���� ; &��6�� );� )���#� ��)��#� )�"�

���6���)� �� ���>�># !) ; )�# ��" "����>�k�)� ��! )� ��!>����� Π ���� &���

�;)!� ��(�!��

"'��& 	� �&��2�8 &/+2 *�� κ �� �
��� ��� &����/�����, Π#

����� 5�2��%�� ��+ &���&�2*� '&�� κ = 1 4�-�48 �� &�'������ Π &��"�1�" �'+� ���

�+��-8 ��+ π1# ��1"!/ '-�" �" !���12����, $����+ �", ��1"!�, �"��, ���, �" �&���, ��+�"

�!���"�"# 0�*" � �"�8 &�� �&�-�������" �&' �� &�'������ Π *��+ &���&�2*� ���8 4�-�48

� �6�4�, ��, �+��-8, π1 ��+�" �� /���"*�� 4"�$��/ �"+'��+� 8 &�-�!� 4%� �!����2+ �

�&��� ��+�" ���', ��"��',#

��������
 #������ �&�������� �&��2�"!/ '�" �"� !/�� �!���"� m ≤ κ � �"�8 &��

�&�-�������" �&' !/�� &�'������ ������, �����8, Π �8!��, m ��+�" ���', ��"��',#

���������  
��� 5�2��%�� ��������� &�'������ ������, �����8, Π �8!��, κ+1# 0*�2

'�" � ��-������ �+��-8 ��� &����/�����, Π �1�" �� ���$8

πκ+1 : x(κ+1)out
←− x(κ+1)in1

◦ x(κ+1)in2
.

�&/�1��+ 4%� &��"&�3*�", �"� ��+ �"�8 &�� $���" !���12���8 �"*�4�� x(κ+1)in1
!��/ ��+

�!��-�*� ��, �+��-8, sκ+1<

• � �"�8 ���8 ��+�" � ��1"!8 �"�8 ��� !���12���8 == 4�-�48 � !���12���8, x(κ+1)in1

4�+ �&8�6� !���12���8, �6'4�� !/&�"�, �+2������, �+��-8,# �'�� � �"�8 ���8 ��+�"

!/&�"�, �!���"�,#

%*



• � �"�8 ���8 !�� ��+�" � ��1"!8 �"�8 ��� !���12���8 == 4�-�48 � !���12���8, x(κ+1)out

�&8�6� !���12���8, �6'4�� !/&�"�, �+2������, �+��-8, ��� &����/�����, Π !�" ��*"

� �"�8 &�� $���" �1�" ����.-���� !�" ��+�" 4"/$��� ��, ��1"!8, �"�8,# 0*�2 sm �

��-������ �+��-8 �� !���12���8 �6'4�� ��+ !���12���8 x(κ+1)out
#

5�2��%�� �� &�'������ s1, . . . , sm# �$�% m< κ � �&��2�"!8 �&'��*� *�+�&/����"

'�" � �"�8 &�� $���" � !���12���8, x(κ+1)in1
2, �&���-�*�� �!��-�*�, ��, �+��-8,

sm ��+�" ���', ��"��',# 
 ��"*�', ��, �+��-8, sm *�+�&/����" '�" ���8 ��+�" !�" �

�"�8 &�� $���" � !���12���8, x(κ+1)in1
!��/ ��+ �!��-�*� ��, �+��-8, sκ+1#

01���� -�"&'+ '�" *� !/�� &���&�2*� � �"�8 &�� $���" � !���12���8, �"*'4�� x(κ+1)in1

!��/ ��+ �!��-�*� ��, �+��-8, sκ+1 ��+�" ���', ��"��',# (��"� 4��1+���� '�" *� !/��

&���&�2*� � �"�8 &�� $���" � !���12���8, �"*'4�� x(κ+1)in2
!��/ ��+ �!��-�*� ��, �+��-8,

sκ+1 ��+�" ���', ��"��',# 0�*" � �"�8 &�� $���" � !���12���8, �6'4�� x(κ+1)out
2,

�&���-�*�� �!��-�*�, ��, �+��-8, sκ+1 ��+�" �� /���"*�� 4"�$��/ �"+'��+� � &�-�!� 4%�

���3+ *�"��3+ �� �&��� ��+�" !*" &/-" ���', ��"��',# ♠

��� ��������������

4 ���� 5�#�; );� )�5��#� );� $�>������;�;� �); 8����� �����>���� ���� ��

���6����� !) 6�� ������ 6�� ���� ����#(;� 3&)��� ���6����� �>��(6���"� )����

);� ��"�$� ��!� ��(;��)��� ��)���&��" �� ����� �">�����&�; 6!);)��

�� �6�&� >����&�� ; )�5��# );� 6�>������;�;� &5� �� ��#�� J�)� !) 6�6�)� ��

��� ��� ����; �"���># ��! ��(;��)�� ��)������� m>� ����6�>��� ������� �"���)#����

������n A0, A1, . . .� �� !) ��� k;)��)� �� ��)����"���"�� &�� �&� ��)�������B )� �����

���� 6�=���)�! ��! ��(� &�� ��! )� 6�(&�)� ��)�������� �� "��(&��"�� ����;� !) )�

��)������� B ���)����)� ��! &�� ����� ��(�! ��! �&�;� !��� �� ��(� ��)�������

Ai �);� ����; �"���>#� 4 )�5��# );� 6�>������;�;� ��)����"�k� )� ��)������� B

�&��� ���� �&���� 4 ��)����"# ���� ������)�# .�)� )� �&��� i )�" ��)���&��" B ��

���� 6�=���)�! ��! )� ��)��)�5� �&��� m6;��6#� )� �&��� in )�" ��)���&��" Ai� !��"

i ≥ 0� s)�� ; ����; �")# ��)����"# &5� �����;��(��� (� &5�"�� ��A� &�� ��)�������

B )� ����� ���� 6�=���)�! ��! ��(� ��)������� Ai� i ≥ 0� �� ����#��"�� �� &��

���! ����6�>���

�FR�>89 �:� 5� �'���� G �
� �����!�	
� g : N → {0, 1} 	��� �� ����!����4


D�EF?G>H ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) )� ������ G ���� ��(�#����
3!)�� "���5� ��=�����#���); ��)�)�5�� f : N → G� 4 ��=�����#���); �")#

%�



��)�)�5�� ����6���k� );� �����(�;�; g0, g1, . . . )�� �"���)#���� ��" ���&5��)�

�)� ������ G�

���k�"�� ��� �&� �"���);�; g : N → {0, 1} �� ��#�r

,� ��(� ="��! ��(�! n ≥ 0� g(n) = 1 − gn(n)�

���=��.�� g ∈ G� �=�� ; �"���);�; f : N → G ���� ��=�����#���); ��)�)�5���
&��)� !) "���5� ="��!� ��(�!� n )&)��� .�)� g = gn� �")! �"����>�)� !) g(n) =

gn(n)� ��! );� ��)����"# );� �"���);�;� g &5�"�� !) g(n) �= gn(n)� ��)�=��;�

�);� ��!6��; )�" 8���#��)�� ���� )� ������ )�� ��(;��)�.� ��)���&��� #)�� )�

������ !��� )�� �"���)#���� ��! )� ������ )�� ="��.� ��(�.�N �)� ������ {0, 1}�
7������� �� (���#��"�� !) ��(� )&)�� �"���);�; ���)����)� ��! ����� �&�;� !��"

��(� �&��� ���� ; )�# );� �"���);�;� �� ����� �">�����&�� ="��! ��(�!� ��

����� !) )� nS��)! �&��� ���� )&)��� �"���);�;� ���� ; )�# );� �)� ="��! ��(�!

n ≥ 0� 3� ��(;��)�! ��)�&����� ��" ��)����"����� .�)� �� ���� 6�=���)�! ��!

��(� )&)�� �"���);�; #)�� ; �"���);�; g� �")# # �"���);�; #)�� 6�=���)�# ��!

��(� �"���);�; gn ��)� )� nS��)! �&����

0���>� (� 6���);(��)� >�)� ; )�5��# =&�� )� �">�����&�� !���� SS �� 
���"������

4 �)��!>;�; )�" ��!��)�� 6�� ���)�� 6��)��; =��)����� �� (���#��"�� ��(�>.��

���);�� ��!���� !��" � ��k!�)�� ������ (&�� )�"� ="����� ��(����� ��. � ��)��!�"=��

������ =&�� )� �"���)#��� ��! )� ������ )�� ="��.� ��(�.� N �)� ������ {0, 1}�
J)�� ��(� >����# )�" �5;��)k!����" ������ ��)�)�5�� �� ��� �"���);�; ��! )�

������ G�  �(� )�)��>��� )�" �5;��)k!����" ������ ���>��=� );� )�# );� ��)��)�5;�
�"���);�;� �)�� ��)��)�5� ="��! ��(�!� J)�� ; �� *���� )�" ������ =&�� �)�

�"(����)� (n, gn) )�)��>��! );� );� )�# gn(n)� 4 ��)����"# ��� )!)� ������ �� (���;(��

�� ��� 6�>.��� ��)����"# �=�� 5�;������;�� )� )�)��>��� );� 6�>����" >� ��

��)����"��� ); �"���);�; g SS �">�����&��� ; )�# );� �"���);�;� g �)�� �"(����)�

="��! ��(�! i ≥ 0 #)�� ���A.� 1 − gi(i) �= gi(i)� /�;�����#���� ����&��� ���

6�>.�� ��)����"# >� �� ��)����"���"�� ��� �"���);�; g 6=���)�# ��! ��(�

�"���);�; �� ����6#��)� >����# )�" ������ ����

�"��5�k��� �� &�� 6��)��� ����6�>�� �=����>#� );� )�5��#� );� $�>������;�;��

�")! �=��� &�� ��;��.6�� ���)&����� �)� 7�(;��)�� SS !)� 6;��6#� "���5�"�

%�



�����!)��� ���>��)��� ��(��� ��! !) ="���� ��(���x �� �"�A�����"�� �� [0, 1] )�

������ )�� ���>��)�.� ��(�.� ��" ���&5��)� ��)��� 0 �� 1 m�"�������A����&���n�

� �"�A����!� �")!�� &��� ��! )�"� A���!)���"� �)� �"��5# 7�(;��)��� �����

����&� =��&� )� !���� ��	���� ��#����� 8� 6����"�� !)r

�FR�>89 �:� 5� ��	���� ��#���� [0, 1] 	��� �� ����!����4


D�EF?G>H ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) )� ��	���� ��#���� [0, 1]�

���� ��(�#���� 3!)�� "���5� ��=�����#���)�� ��)�)�5�� f : N → [0, 1]� 4

��=�����#���); �")# ��)�)�5�� ����6���k� );� �����(�;�;

f(0) = 0.ψ00ψ01ψ02 . . .

f(1) = 0.ψ10ψ11ψ12 . . .

f(2) = 0.ψ20ψ21ψ22 . . .
���

)�� ���>��)�.� ��(�.� ��" ���&5��)� ��)��� 0 �� 1� !��" ψkl ∈ {0, 1, . . . , 9} >�
��(� k��>�� ��! 6���)�� k, l ≥ 0� mJ5�"��� 6;��6#� �����)#�� )�"� ��(���� �")!"�

�)� 6���6�! ���);�� ���(�;�;��n

 �)����"�k�"�� ).�� )�� ��(�� ψ = 0.ψ0ψ1ψ2 m���A&�)���� ��� �����)��# )�"

�)� 6���6�! ���);�� ���(�;�;�n &)� .�)� >� ��(� 6���); k ≥ 0� ψk �= ψkk� $;��6#�

>� ��(� 6���); k ≥ 0� )� kS��)! 6���6�! l;=�� �);� �����)��; )�" ��(��� ψ

�)� 6���6�! ���);�� ���(�;�;� ���� 6�=���)�! ��! )� kS��)! 6���6�! l;=�� )�"

���>��)��� ������" ��(��� �)� ����)! 6��);�� [0, 1] � ������ ����(���)� ��)� );�

��=�����#���)� ��)�)�5�� f �� � kS��)!� )&)��� ��(�!��

�� �">�����&��� >� ��(� 6���); k ≥ 0� )� kS��)! 6���6�! l;=�� �);�

�����)��; )�" ��(��� ψ �)� 6���6�! ���);�� ���(�;�;� ���� 6 �� )� kS

��)! 6���6�! l;=�� )�" ���>��)��� ������" ��(��� �)� ����)! 6��);��

[0, 1] � ������ ����(���)� ��)� );� ��=�����#���)� ��)�)�5�� f �� � kS

��)!� )&)��� ��(�!�� �� 6 ����.��

���=��.�� � m���>��)�!�n ��(�!� ψ ��#�� �)� ����)! 6��);�� [0, 1]� �=�� ;

f : N → [0, 1] ���� ��=�����#���); ��)�)�5��� &��)� !) "���5� ="��!� ��(�!�

ν ≥ 0 )&)��� .�)� f(ν) = σ� �=�� f(ν) = 0.ψν1ψν2 . . .� �")! �"����>�)� !) ψνν = ψν �

��)�=��;�

%	



,� );� ��!6��; )�" 8���#��)�� ���� ����);����� !) ; ��)����"# )�" ���>��)���

��(��� ψ ����=���k� !)

���5����� .�)� �� 6����"��r

�FR�>89 �:� @�FR�>89 C�I 0STUVWB 5� �'���� 2N 	��� �� ����!����4

4 ��!6��; )�" 8���#��)�� )�" U[ioDT 5�;������� ��)� ���l! )�!�� );� )�5��#

);� �� �)��� ���>�>#��


D�EF?G>H ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) )� ������ 2N ���� ��(�#����

�=�� �")! ���� ������ "��(&)�"�� >� );� ����A�� !) �")! ���� ������� ��(�#����

J)�� "���5� ��� �"���);�; &��S����S&�� �� ���

f : N → 2N .

J�)�� ����&����

2N = {S0,S1,S2, . . .}

; ���>!���; ��! ); �"���);�; f �����(�;�; )�" �"�!��" 2N� $;��6#� >� ��(� ="��!

��(�! i ≥ 0� Si = f(i)�

/�;��������� ); �"���);�; f >� �� �����"�� )�� m������" ��>&(�"�n ������ F

�� ��#�r ,� ����6#��)� k��>�� ="��.� ��(�.� i �� j�

F[ij] =

{ √
, �� i ∈ Si(= f(i))

¬ , �� i �∈ Si(= f(i))
.

8������� ).�� )� ������

D = {i ∈ N | i �∈ Si} .

8� ������� )� ������D �� *��� �'���� ��(.�� ���=��.�� �")! �5;��)�k�)� �������)��

�� A��; )� �)�5��� );� 6�>����" )�" ������ F� ���=��.�� )� ������ D ���� &��

������ ="��.� ��(�.�� J)�� �")! �=���� �� )�")�k�)� �� ����� ������ Sk� >�

����� ="��! ��(�! k� m�")! �5�� ��(.� ; �"���);�; f ���� ����n 0����)� ).��

&)��� �� (&��"�� );� ��.);�;r

%%



��������������� �������� 1�5�� !) k ∈ SkI

8� 6����"�� !) ��=!)���� � 6"��)&� ����)#��� �); $�>��������� 0�.);�; �6;>���

�� ��)�=��;r

• J�)� !) k ∈ Sk� ��! )�� ����! )�" D� �")! �"����>�)� !) k �∈ D� �=��
D = Sk� &��)� !) k �∈ Sk� ��)�=��;�

• J�)� ).�� !) k �∈ Sk� ��! )�� ����! )�" D� �")! �"����>�)� !) k ∈ D� �=��
D = Sk� &��)� !) k ∈ Sk� ��)�=��;�

�=�� ��=!)���� � 6"��)&� ����)#��� &5�"� �6;>#�� �� ��)�=��;� ; ��!6��# ���

���� ).�� �����;���&�;�

*������� ��� ���,����%�

�� ���6���)� !) )� ������ !��� )�� &��S����S&�� �� ����)���� �"��"�.� �"���)#����

f : N → N ���� �; ��(�#����

��� � ��
� ��� �����������

7� ���; )�5��# ���6������ A���k�)� �);� ��5# )�" ����)��.��� ; ����� ���� &��

���� �5"�! ��(;��)�! ��>������ )� ����� 5�;�������)� �"�&�� �� ���)������)��

�� ����&� ����5&� )�� $���).� 7�(;��)�.��‖ 4 8����� �����>���� 6�� ���)����
�������;�

4 ��5# )�" ����)��.�� 6������)� �=��!� >� ); 5����);��)�# );� SS ����

��������;�); SS ���!);)�� �� �=�)&��" >� ); 6"��)!);)� ��" ���&5� >� ���l&�

���6������ ��(.� �� >� );� �����=# ���������.� ��������� �� ��&)��; 6�=!���

����).���� �� ����&� ���6������ �� �"��5���"�� �� ); 6�)����; �� ��!6��; );�

��5#� )�" ����)��.���

‖�� .������ ��������� ����� � ������ ������� �� ��������"� � � ���� ��$������ ��  ��������

 �	 ������� � ����#�� � �������� � ������ ������"� ���#� �	� ������������ ! ��� 
��  ������
���


����� � ��
�����"� ���"�� �� ������� �� �� )������ 4���	��� �� ������� �� �

���� ��� �	��$����

��� � ������ � ������ ��
����� 
�� � .������ ���������� (�� ��� �#������� ����
�
� ��

.������ ��������� ���� �  �!���� ������ �� 56789:;< ��� =;:;7>?@ A�B�
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�FR�>89 �:� @
�67 C�I �F�?<CF�RJ9B �	
��'�	 �'���� "� n ����	��	� �� �"���

���	��,���	 �	 m ��#�	��� �"�� n,m > 04 5��	� �#"�� "� ��� m ��#�	�� "	����	�

����#������ � n
m
� ����	��	�4


D�EF?G>H ���(&)�"��� >� �� =)���"�� �� ��)�=��;� !) ��(��� ��! )� n ������

�>!)��� ��! n
m
��)�������� 3!)�� � �"����!� ��(�!� )�� ��)���&��� ���� ���!)����

��! m n
m

≤ m n
m

= n� ��)�=��;�

����&� =��&�� )� ��)������� ���=&���)� �� "	������� �� � ������ �� +
�����

3!)�� ; ��5# )�" ����)��.�� ������ �� 6�)"��(�� �� ��#�r

7� ����6#��)� )�!�� �� �� )���(�)#��"�� n ����)&�� �� m =��&��

"���5� ���)� ��� )�"��5�)�� =��� �� )�"��5�)�� n
m
����)&���

4 ��5# )�" ����)��.�� �"����>�)� !) �� &5�"�� n + 1 ="����� ��(���� ��"

��;��"� �)� ������ {1, . . . , n}� )!)� 6�� )�"��5�)�� ��! )�"� ��(���� ���� ��� ��)���
)�"�� 7� !��� )�!��� �� ��(� ���6� ��! 6���)��� �)���� "���5�"� )�"��5�)�� 6��

�)��� ��" >���#(;��� )�� �6� �#��� ��!�;� �� ��(� ���6� ��! ���)! �)���� "��5�"�

)�"��5�)�� �100
12
� = 9 �)��� ��" >���#(;��� )�� �6� �#��� s�� �")� )� ����6��>��)�

�=����>#� );� ��5#� )�" ����)��.�� ���� ���� ���� �� ������!����� ?�)!���

"���5�"� �� ����).��� !��" ; ��5# )�" ����)��.�� ������ �� 5�;�����;(�� >�

�� 6���� ������)�5� ���)��&���)�� �� 6���� ������

�9�KEF?�89 �:" 2�*�� �"#��	�� ����"	�4 ("��	�$�	 ��� �#�	 +������ ������ ��	�

�� ����� "���"�#��� �	 �	����! "�#���� 11 . . . 100 . . . 04

J�)� � ="��!� ��(�!� n� �� (���#��"�� )�"� n+1 ="����� ��(���� 1, 11, . . . , 11 . . . 1

�� )� n + 1 "�!���� )�"� VDEn� 0��6# )� n + 1 �")� "�!���� ��#��"� �)� ������

{0, . . . , n − 1}� 6�� ��! )� "�!���� �")� ���� ���� J)�� 6�� ��! )�"� n + 1 �")���

="����� ��(���� �=#��"� )� �6� "�!���� 6�������� 6� )�" n� ���=��.�� )!)�� ;

6�=��� )�� 6�� �").� ="��.� ��(�.� ���� ���������� )�" n� ����&�)� ��!�; !)

# 6�=��� �����6#��)� 6�� ��! )�"� ="����� ��(���� ��" (���#���� &5� 6���6�#

�����)��; );� ���=#� 11 . . . 100 . . . 0� � ��!6��# ��� ���� ).�� �����;���&�;� �

%+



*������� ��� ���,����%�

;<=><> �: :� 7�� 6"��)# 6�)����; );� ��5#� )�" ����)��.�� &5� �� ��#�r

J�)� ��������&�� ������ A �� B )&)�� .�)� |A| > |B| �� �"���);�;
f : A → B� 3!)�� ; �"���);�; f 6�� ���� &��S����S&���

���6���)� �� ��)���;�; ���>�># ); 6�)����; �")# );� ��5#� )�" ����)��.���

��� ������������� ����������

4 &���� )�" �"�!��" ����� ��(.� ��&5(�� A���# �� ="���)�);� J)�� ���"�����)�

�� ��(;��)�� ������� #6; ��! )�� ��5��)�)�� 5�!���� ?�)!��� ; ���&); )�� �=���)�.�

�"�!���� �� ��(;��)�.� ��)���&��� �� )� 6�! )�"�� 6��)��� ��(;��)�! ��6�=&����

��5�� ���� ��>!)��� SS �!�� )� �'-%� ��! )� ,�����! ��(;��)�! CFDTj U[ioDT m�'%�SS

�H�'n� � U[ioDT (�����)� �� � ��)&��� );� ��>5���;� �������	
���� �� � ��)��)�5��

(����.6�� ��>����� )�" 5������>���)� �);� �����6� ��! )� �'-% �&5� �� )� �'H-�

J�� ��! )� ��>���)��� ����)� ���A�#��)� �); �"����(����� )�" 0���)�� �.��

�=��� );� D"��	�� ��� ���	��'�� �� �6�&� >����&�� ; ��!(��; )�" �"��5��� ���� ��

��(;��)�# ������ ; ����� &5� �� ��#�r

$�� "���5� ���&�� ������ u��>���)���u ��! )� ������ )�� ="��.� ��(�.�

�� u���!)���u ��! )� ������ )�� ���>��)�.� ��(�.��

$��(;)��� &�� ������ A ���� u��>���)���u ��! )� ������ B �� )� ���&5� "��������

����;(&� �� )� � ���� )� �6� ���� �; ����;(&� ���� )� B� �&�� ����;� )!)� !)

)� B ���� ���!)��� ��! )� A� 4 ��!(��; )�" �"��5��� �"����>�)� !) ��(� �;

��(�#��� ������ ���&5� &�� "�������� ����;(&� �� )� ������ )�� ���>��)�.�

��(�.�� � KhTo CD̈EFG &6��� )� �H	H {'| !) ; ��!(��; )�" �"��5��� ���� �"���#�

���� )� ��.��)� );� �"����(������� �")! �"����>�)� !) 6�� "���5� ��!6��;

mA����&�; �)� ��.��)� );� �"����(������n !) ; ��!(��; )�" �"��5��� ���� ��;(#��

�=�)&��"� � ]� P� UDRFi &6��� )� �H+	 {�| !) ; ���;�; );� ��!(��;� )�" �"��5��� ����

����;� �"���#� ���� )� ��.��)� );� �"����(������� �")! �"����>�)� !) 6�� "���5�

��!6��; mA����&�; �)� ��.��)� );� �"����(������n !) ; ��!(��; )�" �"��5��� 6��

%-



���� ��;(#�� �"������ ���!�� ���� ���6�6�>�&�� !) ; ��!(��; )�" �"��5��� 6��

������ �� ���6�5(�� �� )� ��.��)� );� �"����(�������

,� �� �"���)�# ���>�># �); 8����� ,��=��� �����&���"�� )�� ���>�.�); �)�

0��;��! AA��� m��)���;�� >� );� �� ����)����� �����6�"�;n ��" &>��l� ��!�=�)�

� %#���� %��������� {�	|�

��4�56784*9:�/� *��6�/:� �*: �7
�564*9*

�FJ?=7 ;<=><> �:� 8������� �"(����)� ���������i� ������ S� 4 �5&�; R ���k�)�

���� �)� 6"���������� 2S �� ��#�r

〈S1, S2〉 ∈ R �� �� �!�� �� "���5� ��=�����#���); ��)�)�5�� ��)���

)�� �"�!��� S1 �� S2�

�� ���6���)� !) ; �5&�; R ���� �5&�; ��6"�������

�� ����6����)� ��)���;�; �5&�;R1 ⊆ R2 ; ����� ���� �������)�# �� �"���)��#

���� !5 ��)�A�)�#�

	� ����6����)� ��)���;�; �5&�; R2 ⊆ R ; ����� ���� �������)�# �� ��)�A�)�#

���� !5 �"���)��#�

%� ����6����)� ��)���;�; �5&�; R3 ⊆ R ; ����� ���� �"���)��# �� ��)�A�)�#

���� !5 �������)�#�

�FJ?=7 ;<=><> �:� 8������� �"(����); ����; �����"(�� S = S1,S2, . . . �"�!��� ��!

="����� ��(����� ���6���)� # 6�l���)� )�� ��!��"(� �5"���!r

�� >� ��(� k��>�� �"�!��� Si �� Sj �5�� !) Si∩Sj �= ∅� )!)�
⋂

i≥1 Si �= ∅�

�FJ?=7 ;<=><> �:� 8������)� )�"� ��!��"(�"� 6�� ������� ��!� ��������&��" >��=�"r

• ������� ��J��� "	"	�������  �#+�� ���� &�� k��>�� 〈V,E〉� !��" V ���� &��

��������&�� ������ ��������� ��������� )� �'���� ����+*�� �� E ���� &��

������ ��! 6�)�)�>�&�� k��>; ���"=.� �)� ������ V �

%'



• �������  � J��� "	"	�������  �#+�� ���k�)� ���>�>�� �� ��#�r

=#��: 3� k��>�� 〈0, 0〉 ���� &��� ��������&��� >��=���

1" 
 ��� =!� E: �� 〈V,E〉 ���� &��� ��������&��� >��=�� �� n ���� &���

��&����� )!)� 〈V ∪ {n}, E〉 ���� &��� ��������&��� >��=���

1" 
 ��� =!� F: �� 〈V,E〉 ���� &��� ��������&��� >��=�� �� m,n ∈ V � )!)�

〈V,E ∪ {(m,n)}〉 ���� &��� ��������&��� >��=���

�� ���6���)� ���>�>�� !) ��(� 6�)�)�>�&�� k��>�� 〈V,E〉 ��" ���� ��������&���
>��=�� 6� )�" ������ � ���� ����;� ��������&��� >��=�� 6� )�" ������ ��

D"��	�$�: /�;��������)� ���>�># ���� �);� ���!);)� |V | + |E|�

�� ���6���)� ���>�>�� !) ��(� 6�)�)�>�&�� k��>�� 〈V,E〉 ��" ���� ��������&���
>��=�� 6� )�" ������ � ���� ����;� ��������&��� >��=�� 6� )�" ������ ��

D"��	�$�: /�;��������)� ��)���;�� );� ���>�># �)�� ����! ��n

	� $���)� !) )� ������ !��� )�� ��������&��� >��=�� ���� ����(�#����

%� ���k�"�� &��  �#+� 5�;�����.�)�� )�� ����! � �� ����� !��" !��� &5�"��

������l� ); �&�; u��������&����u !��" �")# �5�;�������)�� $���)� !) )� ������

)�� >��=�� ��" ���k��)� )!)� 6�� ���� ����(�#����

D"��	�$�: /�;��������)� 6�>������;�;�

�� ���k�"�� &��  �#+� 5�;�����.�)�� )�� ����! � �� ����� !��" !��� &5�"��

������l� ); �&�; u��������&����u !��" �")# �5�;�������)�� $���)� !) )� ������

)�� >��=�� ��" ���k��)� )!)� ���� ���A.� )� ������ )�� ��������&��� >��=���

+� J�� G����
���� ����"#�� �� &�� ��������&�� >��=� ���� &�� ������) )�

����� ����&�)�)� ��(� ���"=# )�" >��=�" ���A.� �� =���� J��� >��=��

〈V,E〉 ���� ���"�!��� �� >� ��(� k��>�� ���"=.� u, v ∈ V � ��)� (u, v) ∈ E ��)�

(v, u) ∈ E� $���)� !) ��(� ;���#�;� ��������&��� >��=�� &5� &�� /���)����!

������)�

D"��	�$�: /�;��������)� ���>�># ���� �);� ���!);)� |V |�

%H
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