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Στην ενότητα αυτή θα µελετηθούν τα εξής θέµατα:

Σχεδιασµός αλγορίθµων µε ∆υναµικό Προγραµµατισµό

Το πρόβληµα του πολλαπλασιασµού πινάκων

∆υναµικός Προγραµµατισµός
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∆υναµικός Προγραµµατισµός
• Αν η λύση ενός προβλήµατος µπορεί να εκφραστεί µαθηµατικά µε 

αναδροµικό τρόπο, τότε το πρόβληµα µπορεί να λυθεί από ένα 
αναδροµικό αλγόριθµο.

• Συχνά οι µεταγλωττιστές γλωσσών προγραµµατισµού συντείνουν 
ώστε η εκτέλεση πολλών αναδροµικών προγραµµάτων να µην είναι 
αποδοτική.

• Σε τέτοιες περιπτώσεις µπορούµε να ‘βοηθήσουµε’ τον µεταγλωττιστή 
µετατρέποντας τον αλγόριθµο σε µη-αναδροµικό αλγόριθµο ο οποίος 
συστηµατικά φυλάει απαντήσεις υποπροβληµάτων σε ένα πίνακα.

• Μια τεχνική η οποία χρησιµοποιεί αυτή τη µέθοδο είναι γνωστή ως 
δυναµικός προγραµµατισµός (dynamic programming).
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∆υναµικός Προγραµµατισµός
• Όπως και η µέθοδος “διαίρει και βασίλευε” ο δυναµικός 

προγραµµατισµός επιλύει προβλήµατα συνδυάζοντας λύσεις 
υποπροβλήµατων. 

• Σηµαντική διαφορά των δύο µεθόδων: Η “διαίρει και βασίλευε” 
χωρίζει ένα πρόβληµα σε ανεξάρτητα υποπροβλήµατα. Ο δυναµικός 
προγραµµατισµός είναι εφαρµόσιµος και εκεί όπου τα 
υποπροβλήµατα “επικαλύπτονται”, και έχουν κοινά υποπροβλήµατα.

• Ενώ ένας  “διαίρει και βασίλευε” αλγόριθµος θα έλυνε κοινά 
υποπροβλήµατα ξανά και ξανά,  ένας αλγόριθµος δυναµικού 
προγραµµατισµού λύνει κάθε υποπρόβληµα ακριβώς µια φορά και 
καταχωρεί τη λύση σε ένα πίνακα από όπου µπορεί να την διαβάσει 
κάθε φορά που το πρόβληµα ξανασυναντιέται.
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Φάσεις στη σχεδίαση ενός αλγόριθµου ∆Π

1. Χαρακτήρισε τη δοµή µιας βέλτιστης λύσης.

2. Όρισε αναδροµικά την τιµή µιας βέλτιστης λύσης.

3. Υπολόγισε τη βέλτιστη λύση και την τιµή της “από κάτω προς τα 
πάνω”.
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Πολλαπλασιασµός πινάκων
• ∆οθέντων πινάκων Α, Β, Γ, ∆, ποιος είναι ο πιο αποδοτικός τρόπος για 

να υπολογίσουµε το γινόµενο Α×Β×Γ×∆;

• Υπάρχουν διάφορες επιλογές που αντιστοιχούν στους διαφορετικούς 
τρόπους τοποθέτησης παρενθέσεων:

((ΑΒ)Γ)∆,   (ΑΒ)(Γ∆),   (Α(ΒΓ))∆,   Α((ΒΓ)∆), …

Όλοι οι τρόποι οδηγούν στο ίδιο αποτέλεσµα λόγω της 
επιµεριστικότητας της πράξης του πολλαπλασιασµού πινάκων

• Όµως το κόστος (ο συνολικός αριθµός βηµάτων)  κάθε 
παρενθεσιοποίησης είναι διαφορετικός και εξαρτάται από τις 
διαστάσεις των πινάκων.
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Πολλαπλασιασµός πινάκων
• Κόστος πολλαπλασιασµού: Αν ο πίνακας Α έχει a σειρές και b

στήλες και ο πίνακας Β έχει b σειρές και c στήλες, τότε o πίνακας ΑΒ
έχει a σειρές και c στήλες και υπολογισµός του απαιτεί a⋅b⋅c
πολλαπλασιασµούς.

• Παράδειγµα: Έστω πίνακες Α, Β, Γ, ∆, διαστάσεων 10×20, 20×5, 
5×40, 40×10. Τότε

– Κόστος του γινοµένου ((Α Β) Γ) ∆ είναι 7000
– Κόστος του γινοµένου (Α Β)(Γ ∆) είναι 3500
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Το πρόβληµα
• Έστω πίνακες

Α1, Α2, .., Αn

όπου ο i-στός πίνακας έχει
ci-1 σειρές και ciστήλες

• Στόχος: εύρεση σειράς πολλαπλασιασµών για υπολογισµό του 
γινοµένου

η οποία να ελαχιστοποιεί τον συνολικό αριθµό πολλαπλασιασµών.
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Λύση 1
• Εξαντλητική ανάλυση όλων των δυνατών παρενθεσιοποιήσεων.

• ∆εν οδηγεί σε αποδοτικό αλγόριθµο: 

Έστω P(n) ο αριθµός των παρενθεσιοποιήσεων µιας αλυσίδας µήκους 
n. Αφού η αλυσίδα µπορεί να “σπάσει” µεταξύ της k και της k+1 
θέσης για οποιοδήποτε k, 1≤k≤n-1, και οι προκύπτουσες µικρότερες 
αλυσίδες να παρενθεσιοποιηθούν αναδροµικά και ανεξάρτητα, έχουµε

• Μπορεί να αποδειχθεί ότι η λύση της πιο πάνω αναδροµική εξίσωσης
είναι
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Λύση 2
Φάση 1: Χαρακτηρισµός δοµής βέλτιστης λύσης.

Ι∆ΙΟΤΗΤΑ ΒΕΛΤΙΣΤΗΣ ΠΑΡΕΝΘΕΣΙΟΠΟΙΗΣΗΣ
Έστω ότι η βέλτιστη παρενθεσιοποίηση ‘σπάζει’ την αλυσίδα µεταξύ των 

θέσεων k και k+1.  

Τότε οι παρενθεσιοποιήσεις των υποαλυσιδών
Α1, …, Αk και Αk+1, …, Αn

είναι και αυτές βέλτιστες.

∆ιαφορετικά, µια καλύτερη παρενθεσιοποίηση της υποαλυσίδας θα 
οδηγούσε σε παρενθεσιοποίηση ολόκληρης της αλυσίδας καλύτερης 
από τη βέλτιστη.
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Φάση 2: Αναδροµικός ορισµός βέλτιστης λύσης

• Γράφουµε
A[i,j] για το γινόµενο Αi × … × Αj

και 
m[i,j] για τον ελάχιστο αριθµό πολλαπλασιασµών που 
απαιτούνται για τον υπολογισµό του πίνακα Α[i,j].

• Αν l≠r, έχουµε

• Θέτουµε m[i,i]=0, και έτσι παίρνουµε ένα σύνολο αναδροµικών 
εξισώσεων.

• Το ελάχιστο κόστος υπολογισµού του γινοµένου Γ δίνεται από το 
m[1,n].

)],1[],[(min],[ 1 rilril cccrimilmrlm −≤≤ +++=
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Αλγόριθµος 1
• Σε αυτό το σηµείο φαίνεται προφανής ο πιο κάτω αναδροµικός 

αλγόριθµος ο οποίος υπολογίζει το c[n,m].

multiply(int l, int r){
if (l==r) return 0;
else

m = ∞;
for (i=1; i<n; i++){
k = multiply(l,i)

+ multiply(i+1,r)
+ c[l-1]⋅c[i]⋅c[r];

m = min(m,k);
}

}
• Ποιος ο χρόνος εκτέλεσης της πιο πάνω διαδικασίας;
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Αλγόριθµος 1 – Χρόνος Εκτέλεσης
• Έστω Τ(n) o χρόνος εκτέλεσης της διαδικασίας multiply(l,r), µε r-l

+1= n. Έχουµε την πιο κάτω αναδροµική σχέση:

• Αφού κάθε όρος Τ(ι) εµφανίζεται δύο φορές µέσα στο άθροισµα 
έχουµε ότι

• Επιλύουµε την αναδροµική ανισότητα µε τη µέθοδο της επαγωγής.
1. Προβλέπουµε ότι Τ(n)∈Ω(2n).

2. Θα δείξουµε µε τη µέθοδο της επαγωγής ότι για κάθε n≥1
Τ(n)≥2n-1.
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Αλγόριθµος 1 – Χρόνος Εκτέλεσης
• Προφανώς η πρόταση ισχύει για n=1.

• Υποθέτουµε ότι ισχύει για κάθε k<n. Τότε

όπως χρειάζεται.

• Συνεπώς ο αλγόριθµος είναι εκθετικός, και δεν αποτελεί βελτίωση από 
την εξαντλητική ανάλυση της λύσης 1.
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Αλγόριθµος 1 – Χρόνος Εκτέλεσης
• Γιατί απέτυχε ο προφανής αλγόριθµος;

m(1,4)

m(1,2) m(3,4) m(1,3) m(4,4)

m(1,1) m(2,4)

m(1,1)    m(2,2) m(3,3)   m(4,4)

m(2,2)  m(3,4) m(2,3) m(4,4) m(1,1) m(2,3) m(1,2) m(3,3)

m(3,3) m(4,4) m(2,2) m(3,3) m(2,2) m(3,3) m(1,1) m(2,2)
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Φάση 3: Υπολογισµός βέλτιστης λύσης από ‘κάτω προς τα πάνω’

• Πόσα υποπροβλήµατα υπάρχουν; 
Όσα και τα ζεύγη i, j, 1≤i≤j≤n, δηλαδή

• Θα υπολογίσουµε τις τιµές m[l,r], από ‘κάτω’ και πηγαίνοντας  
προς τα ‘πάνω’: αρχικά το κόστος ακολουθιών µήκους 0, στη 
συνέχεια ακολουθιών µήκους 1, 2, …

• ∆ιατηρούµε τις τιµές στον πίνακα C, του οποίου αρχικά όλες οι θέσεις 
έχουν την τιµή 0.

• Ο πίνακας D περιέχει τις διαστάσεις των πινάκων, δηλαδή:
D = [c0, c1, …, cn]
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Αλγόριθµος 2
for (l = 1; l <= n; l++)

C[l,l] = 0;
for (k=1; k<=n; k++)

for (l=1; l<= n-k; l++)
r=l+k;
C[l,r]= ∞;
for (i=l; i<r; i++)

temp = C[l,i]+C[i+1,r]
+ D[l-1]⋅D[i]⋅D[r];

if (C[l,r] > temp) 
C[l,r] = temp;
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Ανάλυση Αλγόριθµου 2
• Με τον πιο πάνω αλγόριθµο, το κάθε υποπρόβληµα λύνεται µόνο µια 

φορά. Η λύση του καταχωρείται στον πίνακα C από όπου µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί κάθε φορά που το υποπρόβληµα καλείται από ένα 
µεγαλύτερο (υπο)πρόβληµα.

• Ανάλυση χρόνου εκτέλεσης:

Υπάρχουν Θ(n²) υποπροβλήµατα. Το κάθε ένα από αυτά απαιτεί χρόνο 
Ο(n) (για εύρεση του ελάχιστου από τα Ο(n) αθροίσµατα που 
αντιστοιχούν σε κάθε πιθανή διάσπαση της αλυσίδας).

• Άρα συνολικά απαιτείται χρόνος Ο(n³)
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
• Έστω πίνακες

Α1 διαστάσεων 6×5
Α2 διαστάσεων 5×8
Α3 διαστάσεων 8×4
Α4 διαστάσεων 4×10
Α5 διαστάσεων 10×3
A6  διαστάσεων 3×7

π.χ. η θέση m[2,5] υπολογίζεται ως εξής
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Παράδειγµα Εκτέλεσης
• Έστω A1[6,5], A2[5,8], A3[8,4], A4[4,10], A5[10,3], A6[3,7], 
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Εύρεση βέλτιστης παρενθεσιοποίησης
• Mε τον πιο πάνω αλγόριθµο υπολογίζουµε τον ελάχιστο αριθµό 

πολλαπλασιασµών που απαιτούνται για τον υπολογισµό του Α1…Αn Πως 
µπορούµε να υπολογίσουµε επίσης και τη συγκεκριµένη παρενθεσιοποίηση
που αντιστοιχεί στον αριθµό αυτό; 

Χρησιµοποιώντας ένα δεύτερο πίνακα Β[n,n], όπου κατά την εκτέλεση του 
αλγόριθµο, φυλάγουµε, στη θέση B[l,r], το σηµείο της βέλτιστης διάσπασης 
για υπολογισµό του γινοµένου Αl…Αr. Συγκεκριµένα προσθέτουµε στον 
κώδικα:

if (C[l,r] > temp) 
C[l,r] = temp;
B[l,r] = i;

• Ξεκινώντας από τη θέση B[1,n] µπορούµε να επιστρέψουµε όλα τα σηµεία 
τοποθέτησης παρενθέσεων από έξω προς τα µέσα ως εξής:

– Αν Β[1,n] = i, συµπεραίνουµε ότι παρενθέσεις υπάρχουν ανάµεσα στα Α1…Αi, Ai+1
… An, και προχωρούµε στις θέσεις Β[1,i] και Β[i+1,n] για τις βέλτιστες 
παρενθεσιοποιήσεις των δύο κοµµατιών.  


